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f}nbb’z
Hesexli GSrencilex ve gfrastitmacilar

Kate cisimlexden olusan sistemlerin tasatim aSamasinda, dayanim ve islevsellik agisindan optimum boyutlatinin
belitlenmesi gflukavemet biliminin temel konusudur. Statik bilgisi iistine yapilabilecek olan mukavemet hesaplar,
Yiikleme tipine ve bazen de geometriye goxe faxklilik arz etmektedit. erilme, Sekil degistitme gibi temel kaveamlarin
yanisiea gewgek hayatta en gok karSemiza  gikan, geki-base, millenin burulmas:, basit eilme gibi yiiklemeler igin
boyutlanditma hesaplamalar:; ayrica akma ve kieelma kriterleti, mohr gemberi, bilesik yiiklemeler gibi temel konulax
flukavemet 7 dersinde anlat.t.lm@tuc. flukavemet 2 dewsi ise genel olatak cflukavemet 1 konulatinin devam: ve daha
6zel halleri niteligindedit. Grnegin Mukavemet 1 dewsinde butulma konusu sadece daitesel kesitler igin anlatudm:s
iken, getgek hayatta daha az zastlanan daitesel olmayan kesitlere sahip elemanlatin butulmas:, cflukavemet 2 devsi
kapsamuna alinmuste. Bununla birlikte, yorulma, butkulma, enexji metodlar: gibi sadece gflukavemet 2 de anlatilan
baZumsiz ve gok Snemli konulawn da olduunu séylememiz gerekir. PBu sebeplerle cflukavemet 1 deki temel
kaveamlawin ve konulatin iyi anla§dmis olmasi, bunlatn devam: niteligindeki c¢flukavemet 2 konulatinin da
anla§idmasinda son derece gerekli bin saxttir. flinizdeki bu notlatla gflukavemet 2 detsinin kapsamina giren birgok
konuyu basit ve dostane bix islupla ve yine snemli pif noktalarint vurgulayarak, &rnekler gozerek anlatmaya gayret
ettim. Konular. galismaya baslamadan énce ¢flukavemet 1 notlatint éncelikle bir kez tekrar edip hatilanmaniz:
ozellikle tavsiye eder, notlatimun tiim 8Zxencilere, akademisyenlere ve arastiemacilata faydase olmasine dilerim.

demmuz 2023
Prof. Dr. fMehmet Sox



Giris ve Motivasyon/ (Statik ve Mukavemet icin)
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3 Boyutta Gerilme Doniistimlerive 3 Boyutlu Mohr Cemberi

Egik Egilme (Simetrik Olmayan Egilme)

Elastik Egri-1-Analitik Yontem (Integrasyon Metodu)

Elastik Egri -2- Moment Alan1 Metodu

Elastik Egri -3-Eslenik Cubuk Metodu

Elastik Egri-4-Siiperpozisyon Metodu ve Hiperstatik Sistemler

Kesmeli Egilmede Kayma Merkezi

Enerji Metodlari-1 / Sekil Degistirme Isi ve Enerjisi

Enerji Metodlari-2/ Castigliona Teoremleri -1/ Ornekli Konu Anlatimi

Enerji Metodlari-3/Castigliona Teoremleri -2 / Ornek Problemler -1 / Dogrusal Eksenli Cubuklar
Enerji Metodlari-4 / Castigliona Teoremleri-3/Ornek Problemler -2 / Egrisel 1 Eksenli Cubuklar
Enerji Metodlari -5 / Elasto Kinetik Tesirler

Kolonlarin Burkulmasi -1 /Ornekli Konu Anlatimi

Kolonlarin Burkulmasi -2 / Ornek Problemler

Egri Eksenli Cubuklarin Egilmesi

Diizlemde Gerinme Doniisiimleri ve Straingage Olciimleri ile Deneysel Gerilme Tespitleri

ince Cidarh Kapal Tiiplerin Burulmasi

Dikdoértgen veya ince Profil Kesitli Cubuklarin Burulmasi

Yorulma (Tekrarh Yiiklemeler)

lleride yeni konular eklenebilir.
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Giris ve Motivasyon/ (Statik ve Mukavemet igin)

Giincelleme Farklari

17.07.2023 tarihli eski ders notlarindaki ornekler kontrol edilerek birka¢ hata tespit edilmis ve diizeltilmistir. Ayrica konu

anlatimlarindaki sekiller, metinler ve denklemler kontrol edilmis bazi diizeltmeler yapilmistir. Bazi sayfalar yeniden dtizenlenmisgtir.

Tiim diizeltmeler ilgili kistmlarda kirmizi ile yazilmigs ve belirginlestirilmistir. Yeni bir konu veya yeni ornek eklenmemisgtir.

04.12.2023

WEB SITEM: mehmetzor.com

a - Ders Egitim Videolar1 (Herbir konunun 6rneklerle anlatildig: videolardir.)

b- Ders Notlar..pdf (bu notlar ve diger derslere ait notlar ve sinav sorulari)

Not:

Kendi dersinde bu notlar takip etmek isteyen 6gretim tiyeleri ile
Sunum Dosyalari ve Soru ¢éziimleri paylasilmaktadir.

(Lutfen kurumsal mail adresinizden iletisim kurunuz.)

Iletisim

Tlim soru, gorus ve onerileriniz igin:
e-posta: mehmet.zor@deu.edu.tr , mehmetzor66@gmail.com

Prof.Dr. Mehmet Zor /DEU Makine Miihendisligi Bolum 4
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(Video 6¢ ve 6d )



https://mehmetzor.com/dersler/mukavemet-i/mukavemet-ii-ders-egitim-videolari/

3 Boyutta Gerilme Délisiim Bagintilari

Bu boliimde amacimiz, bir noktada ti¢ boyutlu gerilme durumu (6 gerilme bileseni) mevcut iken, ayn1 noktada farkh
diizlemlerdeki gerilme bilesenlerini hesaplamak ve 3 boyutlu mohr cemberini ¢izmektir.
1.1 Hatirlatma: Diizlemde Gerilme Doniisiim Denklemleri ve Mohr Cemberi Nasil Bulunurdu?

x-y diizleminde oy, 0y, Ty, gerilmeleri belli iken x" — y’ eksen takimina gore o,/ , 0, 7,7, gerilmeleri

Yo asagidaki doniisim formiillerinden hesapliyorduk.
~
Dengede olan kiibik elemani k _Oxt 0oy, Ox—0y :
dtizlemi ile ayirdigimizda sol kisminin o Ix' = 2 + 2 C0s 20 + Tyy sin 26
statik dengesinden o, ve T 1, su 0. — 0o
sekilde bulunur: J Tyly! = = Ysin26 + Tyy Sin 26
\
o,denkleminde 0 yerine 6 +90 o, +0, O —0
koyarak k ya dik diizlemdeki normal > Oyl =— Y > Y cos 26 — Tyy Sin 26
gerilme olan o, su sekilde bulunur:
x-y diizleminden bakas x-y Diizlemindeki Mohr Cemberi
T L
y E‘ ' 3; (tiim diyogalan
VoY diizlemlerdeki gerilme
1_H .t X O bilesenlerinin
o 107\ oY (T geometrik ifadesidir.)
f—- v' ’ ;rgx B
x"EE AL,
X 1
K Xy Daha ayrintili bilgi icin:
l 0y (Mukavemet-1 konu 6 )
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https://www.youtube.com/watch?v=8HtX8FswSSI&t=19s

3 Boyutta Gerilme Délisiim Bagintilari
Simdi ayn1 hesaplamalari, ayni mantikla 3 boyutlu Gerilme Durumu i¢in Yapacagiz.
Puf Noktasi-1.1:
* Bilinen degerler : karetezyen gerilme bilesenleri (o, Oy Opr Ty Ty Tyz), ve gerilmesini aradigimiz egik dizlemin
normalinin eksenlerle yaptigi acilar (« , B, y)bilinmektedir.
* Bundan sonraki hesaplamalarda bilinmeyen degerleri daima bu bilinenler cinsinden bulmay1 hedefleyecegiz.

Piif Noktasi-1.2:
Bir eksen takimina gore gerilme bilesenleri bilinirse, ayni noktadaki tiim eksen takimlarina gore gerilme bilesenleri

hesaplanabilir.

« Kavram kargasasi olmamasi icin bu puf noktalari daima aklimizda olmalidir.

Yo, (Bileske Gerilme)
z ) Z, . cos .
ilk hedefimiz ise S . / x C A s _— Bulmak istedigimiz gerilme
4uncu bir egik dizlemde = Diizl I
S -1 - ~—» buZzlem normall
ortaya ¢ikan S bileske ¢ 7% Klvl_blk Flemanl
Egik diuzlemden

gerilmesini bulmaktir,
ayirip, Sol kismin

dengesini inceleriz.

04.12.2023 MUKAVEMET Il Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor 7



3 Boyutta Gerilme Dénlisiim Bagintilari

1.2- Bir Egik DiizlemdeKki Bileske Gerilmenin ve Kartezyen Bilesenlerinin Hesabi (X, y, z Referans eksen takimina gore) :

Z i s,
i A
- .S
N
Ty Ox
Ed
L et
% +Tyz L, p ’ YTxz
a - P Txz B Y
O-Z
X A :
Bilinenler Istenenler
* Oy Oyp Op Typ T Ty, » Bileske Gerilme S:
c a,B,y * Kartezyen Bilesenler:S,, S,, S,

04.12.2023 MUKAVEMET Il Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor 8



3 Boyutta Gerilme Dénlisiim Bagintilari

1.2.1 Kosiniis Dogrultmanlari
Diizlem normali (N) ile pozitif kartezyen
eksenler arasindaki agilarin kosinusleridir:

m = cosf,

[ =cosa, n = cosy

AB sag elle tutulup AC lizerine kapatilirsa

basparmagimiz T = ABxAC vektoriiniin
yoniinii gosterir. (Bknz Ornek 1.1)

T2=T +T,>+T,> =T? (I* +m? + n?) —

Kosiniis Dogrultmanlari
Arasindaki Iliski:

T = ABxAC =(A0 + 0B) x (A0 + 0C)
— A0 xOC + 0B x40 + OB x0C
— 0C xOA + OAxOB + OB x0C

Piif noktasi 1.3:
(1.1a-c)denklemlerinden anliyoruz ki;
Normal yondeki T gibi bir vektértin bir

eksen yoéniindeki bilesenin siddeti,
kosintis dogrultmaniyla bileske
vektortin siddetinin ¢carpimina egittir.

F+m?2+ni=1 (1.2)

(OBC

Kosiniis Dogrultmanlari ile Alanlar

Arasindaki Iliski:
Bir ticgenin alani: Iki kenarinin konum

vektorlerinin vektorel carpimlarinin siddetinin

yarisina esittir.

Buna gore OBC ve ABC ti¢genlerinin alanlar:

|0BxOC| T,
Ja=——— ==

= OA xOB
QB icOC; + QC x0/¥ + \ X ) 2 Ty _ (OBC)4
. R . a7 T (ABC) 4
T= Toi+ (Tnj+ @)k (ABC)A=|ABxAC| T
] 2 2
ST
T.7 =T. |7].'cos a=Ty> T,=T.l (1.1a) .
= m |0Cx04| Ty Iy I (0CA),4
Sl L (0CA) 4= =5 7T~ (ABC)
T.j=T.|jl.icosB i= Ty~ T, =T.m (1.1b) 2 2 4
ilon
T.k = T.|k| cosy'=T,» T, =T.n (L1c) _|04x0B| _T, [T, _| _(0CA),
-: (0AB) 4= > 2 T (ABC)4

Normal yondeki birim vektor:

k T{i+mj+ nk)

7]~ T r

8=2éy=1+mj+nk

(1.3a)

(1.3b

(1.3¢)

(1.4)

Kosiniis Dogrultmanlarinin isaretleri: éy in bilesenlerinin isaretleriyle aynidir. Bu bilgi ézellikle isaretlerin dogrulugunu kontroliinde isimize yarar.

MUKAVEMET Il Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor
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3 Boyutta Gerilme Dénlistiim Bagintilari

1.2.2 x,y,z Referans Eksen Takimina Gore Kartezyen Bilesenlerin Hesaplanmasi

L 3c) denklemlert [ = _ 0BC - _ 0AC __04B
(1.3a-c) denklemleri: —cosa—ABC ) m—cos,B—ABC ) n—cosy—ABC
alan\
ZF=0 — S,.ABC — 0x.OBC — Tyxy.0AC = Txz. OAB =0
3 s ABC 0BC 0AC 0AB
z _ L t,— — Sy=oltTy,ym+T,,n (152
TS " SxgpcT % apc T "™aBcT Y ABC Lo R

(Benzer sekilde alttaki iki denge denkleminin her iki tarafina ABC ye boleriz)

SF,=0 —> S,.ABC —1Ty,.0BC — 0,.0AC — Ty;.0AB =0 — Sy =Tyl +oym+1y,n  (15p)
O-X
" 3F0 —> S,.ABC — Ty7.0BC — Ty 0AC — 0.0AB=0 —> S5; =Tgl+Ty,m+om (15

i Sx Ox  Txy Txz](I
_____________ — 3 -y (1.5a,l;,cjjenklemlell;llm Matris — Syt = lTxy Oy Tyz {m} (1.6)
formatinda yazarsak: S, Txz Tyz 0z |(n

y i Piif noktasi 4: Bir vektortin herhangi bir eksen takimina gére
x bilesenlerinin siddetini bulmak i¢in, o vektort, o eksen takimina
. : C .. . 5 . . o . L
S bileske gerilmesinin siddeti: § = \/ SZ+SZ+ 52 (1.7)  ait birim vektérlerle skaler ¢carpariz. Buna gore:

| o R R S,=S51% (192 »  §,=8j @9%), 5, =8k (19
S gerilme vektorii: S=S1+ Syf + S,k (1.8
Not: S vektort diizlem normali yoniinde olsaydi, 1.9a-c
denklemlerinin 1.1a-c denklemleri ile ayni olacagini fark edin.

MUKAVEMET Il Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor 10



3 Boyutta Gerilme Déntisiim Bagintilari

1.3 Egik Diizlemdeki Bileske Gerilmenin Kayma ve Normal Bilesenlerinin Hesaba:

3

@

Bilinenler

® 0,0,0, Ty Typ T

XzZ) ‘Yz,

y yz

c a,B,y

4
N, S
< o N
o /. Tx
i ! :-;C y’/ o +sz
T : >
= T B y
Tyz""_
o.
A k-
istenenler

 Kayma ve Normal Gerilme
Bilesenleri : 7, o

MUKAVEMET Il Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor
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3 Boyutta Gerilme Dénlisiim Bagintilari
1.3.1 Kayma ve Normal Bilesenlerin Hesabi
(1.5)-(1.7) denklemlerinden Kartezyen bilesenleri (S, S,, S,) ve bileske gerilmeyi (S )hesapladiktan sonra;

Piif noktasi 4’ti, t-N eksenlerine uygularsak

% S, oy bilesenin siddeti:
A - - -
S‘ oy =S-ey = (Sel+SyJ+S.k)- (T+mj+nk) ——— | oy=SJI+S,m+S,n (1.10a)
o  (1.5) denklemlerinden
R veya

Sy = Oxl + Tyym + Ty,n
Sy = Teyl + oym + 1,1 on = 0xl? + oym? + g,n? + 2(Tylm + T, ln + T,,mn) | (1.10Db)

S; = Txzl + Tyym + 0,0

B 7
oy bilesenin vektorel ifadesi: Oy = oy - ey = (Sel + Sym + S;n) - (1T + mj + nk) (1.11)
X T bilesenin siddeti:
2 2 2
T“=85“—0
N T= [$2— g2 (1.12a)
(1.7) denkleminden § = \/S,% + S5+ 52

T bilesenin vektorel ifadesi: — | T=85—o0y (1.12b)

MUKAVEMET Il Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor 12



3 Boyutta Gerilme Dénlisiim Bagdintilari

Ornek-1.1 4 o,
z

Dis ytuiklere maruz ve dengede olan yandaki
cismin O noktasindaki gerilme bilesenleri
asagidaki gibi hesaplanmustir.

Ox Txy Tlxz 20 40 50
[Txy Oy Tyz] = [40 —30 —10| MPa
Ixz Tyz Oz 50 —-10 60

U¢ noktalarinin koordinatlari: A (5,0,0) ,B (0,10,0) , C(0,0,15)
olan egik duzlemdeki

a-) bileske gerilmeyi ve kartezyen bilesenlerini;

b-) Kayma ve normal gerilme bilesenlerini hesaplayiniz.

Cozum:

’ N (normal) Once egik diizlemin normali yéniindeki birim vektorii hesaplayacagiz.
5 = CAxCB _ (51— 15K)x(10j—15K) _ 1500+ 75/ +50k _ 1500+ 75/ + 50k
|CAxCB| |CAxCB| V1502 + 752 + 502 175
. 6. 3. 2.
- ey =7L+71 +7]

Statikten biliyoruz ki: Iki vektériin vektorel carpimi bu vektorlerin bulundugu diizleme dik baska bir
vektordiir. Sag el kaidesine gore Carpilan ilk vektor sag elimizin 4 parmagiyla tutulur ve ikinci vektor

tizerine kapatilir. Bu durumda bas parmagimizin yonii sonu¢ vektoriiniin yontuni verir. Bu kurali CA ve

CB konum vektérleri icin uygularsak, N normali yontuindeki birim vektori yukaridaki gibi elde ederiz.

MUKAVEMET Il Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor 13



3 Boyutta Gerilme Dénlisiim Bagdintilari

1.4 denkleminden Dogrultman kosiniisleri
- - - - 6 3 2 6 3 2
ey=ll+mj4+nj =_—74+_-74+—-7 [ = — = — = —
N J J 71 + 7] + 7] 7 m 7 n .

ABC egik diizlemindeki bileske gerilme S’in kartezyen bilegenleri Sy, S, S,
Denk.(6)dan

Ox  Txy Txz](1) [20 40 50 1(6)1 (340)1 (°x] (4857
=(Txy 0y Tyz|imp=[40 —-30 —10]{3;{= ={130}——> Sy ( =118.57; MPa

n) lso =10 e0ll2)7 (300)7 (s,) (5571

Txz Tyz Oy

N \é/) RM
I

A (5,0,0), B (0,10,0), C (0,0,15)
$=S1+5,j+S,k =4857+18.57]+55.71k

Denk.(1.7)den: S = \/5,% + 85+ 52 = J48.572 + 18.572 + 55.712 —» S =76.2MPa (Bileske kuvvetin siddeti)

Denk.(1.10a) dan S gerilmesinin normal bileseni: oy = S- en

o 6., 3. 2 1
= (48.577 + 18.57] + 55.71k) - (7?+ 7f+ ;7) = 7{(48.57)(6) +(18.57)(3) + (55.71)(2)} - oy= 65.5MPa

Denk.(1.12a) dan S bileske gerilmesinin kayma bileseni: 7= [S2—02 =./76.22 — 6552 — T = 38.94 MPa
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3 Boyutta Gerilme Déntisiim Bagintilari

1.4 Ug¢ Boyutta Farkl bir Eksen Takimina Gére Gerilme Déniisiim Bagintilari
Simdi amacimiz x,y,z eksen takimina gore gerilme bilesenleri belli iken x’y’z’ gibi bir eksen takimina gore gerilme bilesnlerini bulmaktir.

NZ( lc: me, nc)

Nc( lC' me, nc)

\ Q’l)*; /
\ q Tﬁz
1y S L T /
o | i sh| L
«—1 2\ Yixz . ’;{FI
N Ty, [
;7‘7 S 1Txz - y
[ /)/O-x /'&(];{“ —>
/ -y —-———
[ Tzy

VT )

N,(l,myn,) Bilinenler _
Istenenler
Ox» Oy) Oz Tyz) Tz Tay
icin: I, m, n y , , ,
;;g: . la ma na Dogrultman Ox Ty Oz
b b b kosintsleri Txly' Tzl Ty
15

ne

,- .
z'igin: [, m,
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3 Boyutta Gerilme Dénlisiim Bagintilari

1.4.1 Bir Egik Diizlemdeki Bileske Gerilmenin Farkli Bir EKsen Takimina Gore Bilesenleri

R o
(|
t'\ ) N ‘9 - !
N\ Y4 N /’ 1
Ao Ty N x |
e \ A P l
r—————l\—— /,"— ————— - Fo————g--====-= v N(Iv m1 n)
: b/ |y |
. |
! \ L0 |
| T oY, |
1 4 : 1
| A - ! |
1 - 1
1 e , : 1
: ¥ o A Sy Y ! |
‘ ObLL Cx' ' :
I AN . » 1Y
1 / r..0! 1’
| ) Ty'x P | .
1 S 7’ : e
| X . ,
| L
1 7
1 : ,
- A

Oncelikle normali y’ olan egik diizlemdeki S
bileskesinin, yiizeye dik (dy) ve paralel
bileseni (7 ) bilesenlerinden giderek

x',y', z' eksenlerindeki bilesenlerini bulacagiz:

Egik diizlemin N normali ile y’ ekseni ile cakistigini diistinliyoruz.

Bu durumda oy= o, olur.

S bileske gerilmesinin diizlem normali (N) yoniindeki bileseni
1.10b denkleminden su sekilde hesaplamistik. Buna gore

S’in normal bileseninin siddeti:

(1.10b)
o= Oy = oxl? + a,m? + 0,0 + 2(1,ylm + Ty, In + 7,,mn)

S'in kayma bileseni 7 iki bilesene ayrilabilir: 7./, ve 7,7,/

Ayrica biliyoruz ki, bir vektoriin bir yondeki bileseninin siddeti, o
vektoriin o yondeki birim vektorle skaler carpimina esittir. Buna gore :

S.8., (113)

T x

ylxl —_

S’in Kayma gerilmelerinin siddetleri: }

Tyryt =8 €, (1.14)

Not:
Egik duzlemin sekli o6nemli
degildir. Ucgen, dikdértgen hatta
dairesel bile incelenebilir. Onemli
olan egik diizlemin normalinin
yonudur yani kosintis
dogrultmanlarinin degeridir.
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3 Boyutta Gerilme Délistiim Bagintilari .
1.4.2 U¢ Boyutta Farkli bir Eksen Takimina Gore Gerilme Doniisiim Bagintilar:

Bilinenler:

[stenenler:

Oy, Oy, O,

Tyz Txz) Txy

la)ma;na Xy’ zx?’"zy

ly mp my

lC lmC 'nC
1.13 vel.14 A S
denklemlerinden Tx/z/ = Ty = Se:
Kayma bilesenleri: Ty = Tyrgr = S,

Oy ,0y,0,

T a0, T 00, T 1.1

!

Nc( lC’ me, nc)

Sa, = Oxlg + TxyMmg + Ty N, (1.18)

Sa, = Tayla + oymg + 75,n4 (1.19)

ay

Saz = Tyglq + Ty;Mg + OyNg  (1.20)

e 1.10b, 1.13 vel.14 denklemlerini, normalleri
sirasiyla x, y’ ve z’ olan, a,b,c yuizeyleri i¢in
mp "’ uyguladigimiz zaman 3 boyutta gerilme
' donlusum bagintilar: ortaya cikacaktir.
Oy * Bu sayfadaki ¢izimleri ve denklemleri
. \Ime\ﬂ dikkatlice ipceleyin.iz,_ istenen degerleri veren
denklemleri fark ediniz.

y" 1.10b denkleminden normal gerilme bilesenlerini bulabiliriz.

0y =120y + M20y, +n20, + 2(lgMaTyy + laNgTyy + MaNaTy,)  (1.15)

oy = lho, + mpoy, + njo, + 2(lymyTyy + lynpTe, + Mpnpty,)  (1.16)

0, =120, + mioy, + n2o, + 2(I;m Ty + N Tyy + MeNTy,) (1.17)
1.5 denkleminden :

Shy = Oxlp + TxyMp + TxzNp (1.22) Se, = Oxle + TxyMe + TyNe (1.26)

Sby = Txylb + o, My, + TyzNp (1.23) Scy = Txylc + aym, + TyzNe (1.27)

Sb, = Tazlp + TyzMp + 0y (124) 5 =71 +1),m + oyn,  (128)

8. = gl +mgj +ngk (1.21) €y =Lt +mpJ + npk (1.25) 8, =1, T+m.j+n.k (1.29)

8 =5, e, = lalpox + mgmy0y + ngnyo, + (Many + mpng)ty, + (anp + lpng) ez + (Uamp + [ymg) Ty, (1:30)
€, = Sy -8, =lgl.o0 + MgM, 0Oy + NgNcoy, + (Mgne + meng) Ty, + (Ugne + 1eng) Ty, + (Igme + 1cmg) Ty, (1.31)
éy, =op° é)z’ = lpleoy + mpmc:oy + npn.o, + (mpn, + mcnb)Tyz + (Upne + Ienp) Ty, + (pme + lcmb)Txy (1.32)
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3 Boyutta Gerilme Dénlisiim Bagintilari

Z,Z $ Oz

1
I T
1 < [ F——
Oy LY Ay —> 0
N s L
v " T' &ﬁ — —‘—/2
/ XY -7 A
|+ - " A\

y

Ornek 1.2
X. vy, Z kartezyen koordinat sisteminde
biry makir}lle elemaninin  bir Ox  tay Caz 50 10 0
noktasindaki erilme degerleri Txy Oy Tyz|= (10 20 40 MPa
5 8 Tz Tyz Of 0 40 30

yandaki gibi verilmistir. Buna gore;
Kibik elamanin z ekseni etrafinda saat ibreleri tersi yoniinde 6=37° dondurulmesiyle
y' elde edilen x' -y’ -z’ eksen takimina gore gerilme bilesenlerini hesaplayiniz.

COZUM

a, = 37° B, =539y, =90°
a,= 1279 B, = 37%,y, = 90°
a, =90° 8. =90%y, =0°

Bu acgilarin kosintisleri yani kosintis dogrultmanlari asagidaki tabloda belirtilmistir.

0=37° i¢in, N,, N, ve N_normallerinin x,y,z

eksenleriyle yaptiklari acilar1 bulalim:

D¢ y z
x' l, = cosa, = 0.8 m, = cosf, = 0.6 ng, = cosy, =0
y' [, = cosay = —0.6 my, = cosf, = 0.8 n, = cosy, =0
z' l, =cosa, =0 my = cosf. =0 ny = cosy, =1
Birim vektorleri bulalim: 8 =8y =Ill+mj+nk
8s=08i+06] , &é,=-06i+08 , éy=k
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3 Boyutta Gerilme Dénlisiim Bagdintilari

8. =0.87+ 0.6,

X

_e’yr = —0.61+ 0.8,

e, =k Scz S,
z,7' {

X

Bir vektoriin bir yondeki bilesenin
siddeti = vektorle o yondeki birim
vektoriin skaler ¢carpina esittir.

G

Orn:o,r =5, e,

{SC} =

50
=110

0

40

1(0 Scx 0 >
{OI - Scy = {40} MPa Tyl = Se- €y =
30.

1.6 denklemini herbir ylzey icin uygulayip bileske gerilmeleri hesaplayalim:

Sax) [0x Txy Tuz](lg) [50 10 07(0.8) (%) (46
{Sa} = {5q, =[Txy Ty Tyz] mgy v=110 20 40[{0.6{ = {5a, ; =320¢ MPa
Sa, Txz Tyz 0z](mn, 0 40 30llo0 Sa, 24

X

8y = (Sa, T+ Sa, ] + S0, k) & = (461 +20] +24K) - (08T +0.6]) = 48.8 MPa
&y =(Sa, T+ Sa)J + Sa, k) - €,
- e

8y = (S T+ Sa ] +Sa,k) 6,1 = (461 + 20] + 24k) - (K) = 24 MPa

1= (461 + 207 + 24k) - (—0.67 + 0.8)) = —11.6 MPa

Sb

Sbx)  [0x  Tuy Taz (1, 50 10 071(—0.6 L) (=22
Sb, =[Txy ay Tyz] m,t =110 20 40[{ 08¢ -4, =110} MPa
s.) |t v olln, o 40 30/l o S, 32

y' = (Sp, T+ Sy, ]+ Sp,K) - &, = (=220 + 10] + 32k) - (—0.67 + 0.8)) = 21.2 MPa
= (b0 + Sb,J +S,k) - & = (=22 + 10] + 32K) - (0.8% + 0.6)) = —11.6 MPa
(b T+ S5, 7 +S5,K) -8 = (=227 + 107 + 32K) - (k) = 32 MPa

~
Ox Txy Txz [ - R - >\

Txy Oy Tyz] Tffc 0,1 =S¢+ €, = (40] + 30k) - (k) = 30 MPa

Txz Tyz Oy ne > T,y = §c . é’x, = (4()]_’-|- 30%) . (0.82’4_ 0_6]") — 24 MPa

(407 + 30k) - (—0.67 + 0.8)) = 32 MPa
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3 Boyutlu Gerilme Durumunda Asal Gerilmeler ve Mohr Cemberi

1.5 Uc¢ Boyutta Asal Gerilmeler, Asal Diizlemler ve Asal Eksenler (1,2,3)

Kayma gerilmelerinin olmadigi (sifir oldugu) birbirine dik ti¢ diizleme asal diizlemler, bu diizlemlerdeki
gerilmelere asal gerilmeler denir. Amacimiz bu 6zel gerilmeleri ve diizlemlerini (Kosintis
dogrultlmanlarini)bilinenler cinsinden hesaplamaktir.

Z [ Oz N, (1, my,ny)
3
( 2
/ Tz}q,/'"'
v 7&,‘1}*
AR :
1 ‘\ &A) S y
e LA 3
S ——» - K
1 _-T
VF?\‘ ’ZTXZ Xy
’/ ?& Rt
/ ’ Zy/,‘ Nl(l]J ml, nl)
x n
) / lo, Istenenler
. 01 0z O3
Bilinenler L my ny
I, m, n
Ox) Oy, Oz, Tyzs Txzo Txy l2 mz nz
3 3 N3
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3 Boyutlu Gerilme Durumunda Asal Gerilmeler ve 3D Mohr Cemberi Z

SZ

Normali N olan doérdiincu (ABC) diizlemi dikkate alalim. N (I,m,n)

= 0 = ON
Bu diizlemin asal diizlem olmasi icin S gerilme vektoriniin kayma gerilmesi

bileseni olmamalidir. Bu durumda S vektoru, N normali dogrultusundadir. (+ N

—
B -
veya —N yontuinde olabilir)
."I."
N yoniindeki bir bileske S —og.l=0cosa
vektoriin siddeti ile kosintis g
dogrultmanlar1 ¢arpilirsa, Sy, =0g.m =ocosf Sy = loy + mty,, + N7y, = lo ol +Teym+1,n—ol=0
Ka.r'Fezyefl bile§enl?r elde S, =o.n=0cosy Sy= lTyy + may, + n1,,, = mo Tyl + oym + nt,,n—om =0
edilir. (pif noktasi 3'den) S; = U1y, + m1y, + no, = no Tyl +Tyym+o,n—on=0
Ayn1 zamanda, Kartezyen S, = oyl + T,,m + +7,,n
bilesenler icin  (1.5a-c) Sy = Txyl + oym + 1,n l(o0x —0) + mty, + N7y, =0 (1.34)
1(ze.nklemlerlnden biliyoruz ~ § =171+ Ty,m + o,n [Ty, + m(Gy _ a) +nty, =0 (1.35)
[Ty, + mty, + n(0, —0) =0 (1.36)

Bu son denklemleri matris formatinda yazacak olursak..>>
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3 Boyutlu Gerilme Durumunda Asal Gerilmeler ve 3D Mohr Cemberi

(ox — o) Txy Txz I
Txy (ay — 0) Tyz m¢=0 (1.37)
| Txz Tyz (o, — U)_ n
Ancak (1.2) denklemine gore l
(1.2) denklemini I24+m?2+n2=1 —— kosinus dogrultmanlarinin m¢ # 0
hatirlarsak: hepsi ayni anda sifir olamaz. n
: .. : (ox — 0) Txy Txz
Bu durumda carpilan ilk matrisin determinanti sifir ( _ ) —0 (1.38)
olmasi gerekir. Problem 6zdeger problemi olur. txy Oy =0 tyz - '
Txz Tyz (0, —0)

Determinantin ag¢ilima:

03 —|oy + 0y + 0,|0% + |ox0y, + 0y0, + 0y0, — TE, — T2, — T,|0 —|020,0, + 2Ty Tys Ty, — (0xTE, + 0,72, + 0,72,)| =0

N Y NG J
v ~ ~ g ~

I I, I
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3 Boyutlu Gerilme Durumunda Asal Gerilmeler ve 3D Mohr Cemberi

v

0-3—110-2+120-—13:0

3. dereceden olan bu son 1.39. denkleminin li¢ adet reel kokii (6., 6,, 6;) asal gerilmelerdir.

I, , I, ve I3 katsayilarina ‘gerilme invaryantlar1’ (degismez veya sabit) denilmektedir.

Bunlar, gerilme elemaninin dontisiimiinden etkilenmezler.

-
Ox Txy Ox Txz Oy Tlyz
Kartezyen Gerilme I, = | +
y L 2 Txy Oy Tyy Oy Tyz Oy
Bilesenleri Cinsinden
? Ox Txy Txz
— — 2 2 2
I; =|'xy Oy Tyz| = 040,00, + 2Ty Tyy Ty, — (O‘xTyZ + 0, Ty, + Uszy)
_ Txz Tyz O
Asal Gerilmeler Cinsinden I, =0, +0,+ 04
(1,2,3 eksen takiminda sadece normal . I =
gerilmeler oldugundan 1.40 denklemleri 2 = 0102 T 0103 T 0203
normal gerilmeler (asal gerilmeler) icin yazilir.) Iy = 0,0,0;

Gerilme invaryantlari:

MUKAVEMET Il Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor

— 2 2 2
= 040y + 050, + 0,0, — (Txy + Ty, + Tyz)

(1.39)

(1.40a)

(1.40b)

(1.40c)

(1.41a)

(1.41b)

(1.41c)
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3 Boyutlu Gerilme Durumunda Asal Gerilmeler ve 3D Mohr Cemberi

Asal gerilmeler ve eksenleri 6zel degerler olduklari i¢in, 1,2 ve 3 notasyonlari ile simgelenirler :

ve daima 0,5 0y, 63 olacak sekilde kullanilirlar.

1,2 ve 3 eksenleri asal eksenler birbirlerine diktirler ve

Baslangicta yonleri yani kosintis dogrultmanlari bilinmemektedirler ve

her birisi bilenenler yani kartezyen gerilme bilesenleri cinsinden

hesaplanabilirler.

Denklem 1.39 in koklerinden asal gerilmeleri (64, 6,, 65 ) buldugumuzu kabul ediyoruz.

Gerilme dontisim bagintilar: artik bu eksen takimin gore de yapilabilir. (Piif noktasi-1'i hatirlayiniz.)
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3 Boyutlu Gerilme Durumunda Asal Gerilmeler ve 3D Mohr Cemberi

1.5.1 Asal Eksenlerin (1,2,3) Bulunusu:
Asal eksen dogrultular1 da bilinmeyenler arasindadir.

> N

c N i Her birisinin Kosintis Dogrultmani bulunursa Asal Eksenler ve Diizlemleri bulunmus olur.
\ N
N Simdi bunlarin nasil bulundugunu gorecegiz:
@ IHI p Daha 6nce herhangi bir egik diizlem icin elde edilen Denklem (1b) ve bir asal diizlem i¢in
X v
\ B

yazabildigimiz Denklem (1.34-1.36) yi1, bir i diizlemi i¢in sOyle yazabiliriz:
Denklem (1.2): Z4+mé+nZ=1 A
(0x — o)l + Txym; + Ty,n; = 0 >

Denklem (1.34-1.36): t,,[; + (ay — al-)ml- +17y,n; =0
Tyzli + Tyym; + (0, —0)n; =0

- {li my ni}
i=2 - o0, - {lz my ny}
i=3 - 03 — {lz my ng}

I
\)
N

J

Ornegin i = 1icin bu 4 denklemi yazarsak: o;, l;, m;, n; degerlerinibulabiliriz.

Z+m?2+ni=1 Bununla birlikte bu denklemlerden tiiretilmis olan 3ncti
(o, — o)y + TuyMy + TyzNy = 0 derecedeki Denk. (1.39 ) dan daha énce o, asal gerilmesini
Tayls + (gy — O'l)ml + 1,13 =0 bulmus isek, bu 4 denklemden 3 tanesini kullanarak
Tyxzly + Tyymy + (0, —0)ny =0 ly, my, ny kosiniis dogrultmanlarini hesaplariz.

Benzer sekilde ayni hesaplama seklii = 2 ve 3 icin gecerli olur.
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3 Boyutlu Gerilme Durumunda Asal Gerilmeler ve 3D Mohr Cemberi

1.6-) 3 Boyutlu Mohr Cemberi:

Mohr ¢cemberi: bir noktada, tiim diizlemlerdeki gerilmelerin geometrik ifadesidir.
* $imdi (o, 6, 6, Ty, Ty, Ty,) Bilinenlerine gore elde edilen Asal Gerilmeler yardimiyla
3 boyutlu Mohr Cemberinin ¢ikarilist ve ¢izim sekli anlatilacaktir:

Herhangi bir egik diizlem icin, birim vektort ve gerilme bilesenlerini hatirlarsak:

8 =28y=Ill+m/+nk Denk.(1.10a-b) den S gerilmesinin normal bileseni:
—— Sy = 0xl + Tyym+ Tyn JN=0=§-§=le+Sym+SZn

Sy = Tyl + oym + 1y,n 0 = 0yl* + o,m* 4+ o,n* + Z(Txylm + Ty, ln + Tyzmn)
Sz = Tyzl + Ty,m + o,n

x,y,Z eksen takimi yerine 1,2,3 asal eksenlerini kullanacagiz. Ciinki herhangi bir eksen takimina gore
gerilme bilesenleri bilinirse, diger tiim diizlemlerdeki gerilme bilesenleri bulunur (Puf noktasi-1).
Denklem 1.39 den daha dnce hesapladigimiz Asal gerilmeler (o4, 65, 65 ) artik bilinen degerlerimizdir.
Egik diizlemin kosinls dogrultmanlar (I, m, n) ise artik asal eksenler (1, 2 ve 3) ile yapilan

—_— x=1— 51=O'1[

acilarin kosintsleri olacaktir. Asal diizlemlerde kayma gerilmeleri sifirdir. Buna gore;

(1.42a)
S, =o,m (1.42b)
5'3 = 03N (1.42c)
S%2=S2 + 5% + 82 = gf1? + o3m? + o4n? (1.42d)
o =S;l+S,m+ S3n = 0,1% + o,m? + o3n? (1.43)
12 = 82 — 02= (6£1? + 62m? + 02n?) — (6,12 + o0,m? + 03n?)?  (1.44)

I2+m?2+n2=1 (1.2)
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3 Boyutlu Gerilme Durumunda Asal Gerilmeler ve 3D Mohr Cemberi

(1.2), (1.43) ve (1.44) denklemlerinden; 0,.0,, 03 oldugunu dikkate alarak;

}

2 _ _ A\
_! + (0~ %)(0 ~0) (1.453) | 12 > 0dir. —» 04— 0, >0 wve 0a;— o3> 0olacagicin—» 124+ (60 —0y)(0 —03) =0 (1462
(01 — 02)(01 — 03)

lZ

2 _ _
m? == + (0~ 01)(0 = 93) (1.45b) > m2>0dir. 0,—0,<0 ve 0,—03>0o0lacagiicin— T°+(0—01)(0—03) <0 (L46b)
(02 — 01)(02 — 03)
2
T°+ (0 —01)(0—o0
n? = ( 1)( 2) (145¢0) In2 >0dir,. —> 03—0, <0 ve 03— 0, <O0olacagiicin— 12+ (6 —0y)(0—0,) =0 (1460)
(03 — 01)(03 — 02) )
(1.46a) esitsizligi acilirsa: 12+ 0% —0(0, — 03) + 0,03 =0

N2
Bu son esitsizlige (%) eklenir ve ¢ikarilirsa :

0, — 03\% (0, — 03)\?
T2+O'2—O'(O'2—O'3)+O'20'3+(22 3) —(22 3) >0

g, — 03\ g, — 03\?
T2+O'2—O'(O'2—O'3)+0'20'3+<22 3) 2(22 3)

Son denklemi Tekrar diizenlersek...>>
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3 Boyutlu Gerilme Durumunda Asal Gerilmeler ve 3D Mohr Cemberi

2 — 2
> 7% 4 (a _nT 03) > (02 03) (147) T,
2 2
1.47 denkleminin sinir durumu esitlik B y
olmasidir ve bu esitlik x ekseni tizerinde ~— v + , 2
bir cember denklemine benzetilebilir. 2 4+ (a _ 92T 03\ _ (02 03)
2 2
y ‘_x_’(x, ) \ & - -
(a;0) merkezli bir R; y y X a R,
Cember Denklemi: ) B > X
A+ B B—-A
(x_a)2+(y)2=R32 L\% xX—a Cl:L Ry = ———
a—> 2 2
* Dikkat edilirse Denklem (1.47) yi R; yar1 ¢capli cemberin tizerinde veya

disindaki noktalar saglayabilir.

3 Boyutlu Durumda MOHR Cemberi

o7 TTTT ~ R1
™ 2 I/ _ AN 0, — O3
(1.46b) ve (1.46¢) 24 (g _at “3) < (“3 “1) b (1.48) Ry= T3=———
esitsizlikleri icin benzer _ 2 N 2 L
islemler yapildiginda 01 + 05\2 01“_- _02 2 01 — Oy
yandaki esitlikler elde edilir. T2 + (0 T ) = ( > ) (1.49) R,= T2 = 5
—
* 1.48 ve 1.49 Denklemlerin sinir durumdaki (esitlik durumda) ¢emberler de cizilebilir: o, — 03 .
* Denklem (1.48) i R1 yaricapli cemberin tizerindeki veya icindeki noktalar saglayabilir. Ry= 11 = 2 max

Denklem ( 1.49) uise R2 yaricaph cemberin tizerindeki veya disindaki noktalar saglayabilir.
Netice olarak 4ncti bir P egik diizlemindeki gerilme bilesenlerini veren P (o ; ) noktasi, bu ii¢ cemberin arasinda kalan gri alanda

yer alir.  Simdi P noktasinin 6l¢ekli ¢izimle nasil bulunacagi gosterilecektir... >>
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3 Boyutlu Gerilme Durumunda Asal Gerilmeler ve 3D Mohr Cemberi

1.6.1 Dordiincii Diizlemdeki Gerilmelerin U¢ Boyutlu Mohr Cemberinden Olg¢ekli Cizimle Bulunmasi

Bilinenler: 1-) Bir noktadaki o; , g,, 05 asal gerilmelerinin bilindigini (veya énceden hesaplandigini) diisiiniiyoruz.

2-) Ayrica bir P egik diizleminin 1,2,3 asal eksenleriyle yaptigi acilar (@, S ,¥) biliniyor.
Arananlar: P Egik duzlemindeki gerilme bilesenlerini 3 boyutlu mohr ¢emberinden bulmay: hedefliyoruz.(op:7, 75:7)

Islem Adimlarr:

1- 0, , 0, ,05 yatay eksene yerlestirilir; her ikisi arasinda sirasiyla C,3, C;; ve

merkezli li¢ ayri gember ¢izilir ve 3 boyutta mohr ¢cemberi elde edilir.
2- g, den gecen dusey d-d cizgisinden saat ibreleri tersi yoniinde 1 ekseniyle

yapilan ac1 ( « ) kadar doniilerek, o1 AB kesikli ¢izgisi bulunur.

3- C,5 merkezli, C,3B ¢apli bir cember cizilir.

4-0, den gecen diisey e-e cizgisinden saat ibreleri tersi yoniinde 2 ekseniyle yapilan
ac1 (3 kadar doniilerek, o,D kesikli cizgisi elde edilir. D kii¢iik cember iizerindedir.
5- C,; merkezli, C;5D capli bir cember cizilir.

6- Cizilen bu iki cemberin kesistigi P noktasinin koordinatlar1 P diizlemindeki

gerilme bilesenlerini (o , 7, ) verir. Bu adimlarla amacimiza ulagmis oluruz

Bundan sonraki (P belirlendikten sonraki) islemler ve ¢izimler ; saglama (6lgekli ¢izimin
dogrulugunu kontrol) amach olarak istege bagl yapilabilir. Kullanilan a¢ilardan birisi y olabillir.
Sekli inceleyerek hangi alternatif cizimlerle P noktasinin elde edilebilecegini anlayabilirsiniz.
Farkl bir 3D 6rnegi de yandaki sekildeki gibi ttim simetrik noktalar1 saglamalidir.

[3 ve vy acilar ters yonlerde alinmis olsa dahi, ayn1 P noktasi bulunur.

a ters yonde alinirsa P nin yatay eksene gore simetrigi olan nokta bulunur ve op degeri ayni
cikar. 7, degerinin sadece isareti degisir ki, bu mukavemet agisindan 6nemli degildir.
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3 Boyutlu Gerilme Durumunda Asal Gerilmeler ve 3D Mohr Cemberi

Ornek 1.3 Bir noktadaki gerilme durumu [ Oty TXZ] [_19 —47 645
- o _ Txy Oy Tyz|l= |—4.7 46 11.8 MPa
] O yandaki gibi verilmektedir. Txz Tyz Oy 645 11.8 —8.3
d. . Buna gore;
7. s a)  Asal gerilmeleri bulunuz.
J“"‘O‘. b)  Maksimum asal gerilme diizlemini tespit ediniz.
d. )— r —1}- C) Mohr ¢emberlerini ¢izerek maksimum kayma gerilmesini belirleyiniz.
O ) d) 1,2 ve 3 Asal Eksenlerinin pozitif yonleriyle sirasiyla ¢ = 150°, 8 = 45° ve y = 60° aci1
d, yapan bir P egik diizlemindeki kayma ve normal gerilme bilesenlerini hesaplayiniz ve

olgekli Mohr Cemberi cizerek bu degerleri 6lctimlerle tekrar tespit ediniz.

Coziim: Once 1.40 denklemlerinden Gerilme Inveriyatlarini bulalim:

L =0x+0,+0,=-19+4.6—-83=-227
I, = 0,0, + 0,0, + 0,0, — (12, + t2, + 12;) = (—19)x4.6 + (—19)x(—8.3) + 4.6x(—8.3) — [(—4.7)? + (6.45)% + (11.8)?] = —170.81

I3 = 040,0, + 2TxyTysTyz — (0xT2, + 0,72, + 0,72,) = 2647.52
o, = 11.62 MPa
g, = —9.00 MPa

(Bu denklemin kokleri bize asal gerilmeleri verir.) 03 = —25.32 MPa

Denk. (1.39’dan): 63 —Lo?2+ Lo —13=0 —> ¢3+22702 —170.816 — 2647.52 = 0
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b-)Maksimum asal gerilme ( 0; )dogrultusunu bulmak icin, Denk.(1.2) ve Denk. (1.34-36) i =1 icin yazariz:

I =1 icin
Penklem (1.2):_ IZ4+m?+n?=1 2+m?+n?=1 (1)
(Bagimsiz denklemdir.)
Cemlor (13436 (0x — 0D + Toymy + Tyyny = (ox = 0)ly + Toymy + Tyzng =0
D .34-36): _
enklemler ( ) ol + (o) — o) m; + T,z =0 Tyoyly + (0y —01)my +7),n; = 0
(Bu denklemlerden 2si bagimsizdir) Tepli + Ty m; + (6, —0)n; =0 Tzl + Ty,Mq + (6, —oy)n, =0
(=19 — 11.62)l; —4.7m; + 6.45n; = 0 - —30.62l; —4.7m, + 6.45n; =0 (2)
—4.71; + (4.6 — 11.62)m; +11.8n; = 0 - —4.7l; —7.02m; +11.8n; =0 3)
6.450; + 11.8m,; + (—8.3 — 11.62)n; = 0 - 6.45]; +11.8m; —1992n, =0 4)

Toplam 3 bagimsiz denklem ve 3 bilinmeyen vardir. (2), (3), (4) denklemlerinden 2si, (1) nci denklemle birlikte kullanilarak:

o, asal gerilmesinin dogrultman kosintsleri

[, = cosa; =0.0266 - a; =88.47°
(I;, my, ny) su sekilde elde edilmistir:

m; =cosfly =—0864 — [; =149.77°
n, = cosy; =—0503 - y; =120.20°

Not: Benzer iglemler i=2 ve i=3 i¢in yapilarak, ¢, Ve o5 asal gerilmelerinin dogrultman kosiniisleri (I,, m,, n,) ve (I3, ms, n;) bulunur.



3 Boyutlu Gerilme Durumunda Asal Gerilmeler ve 3D Mohr Cemberi

c-)3 Boyutlu Mohr Cemberini ¢izelim.

o, = 11.62 MPa .
o, = —9.00 MPa |
03 = —25.32 MPa
o, — O —9 — (—25.32
Ro= T3 = —— = ( ) _ 816 MPa
3 2 2 = Tmax
01— 02 11.62 — (-9)
Ry= Ty =——— = . = 10.31 MPa o
o, = 11.62
01 — 03
Ri= T1 = 5 = Tmax
11.62 — (—25.32)
= = 18.47 MPa

Tmax — 2
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3 Boyutlu Gerilme Durumunda Asal Gerilmeler ve 3D Mohr Cemberi

d-) P egik diizlemindeki normal ve kayma gerilme bilesenlerinin bulunmasi

Hesaplamayla:

a = 150°
B = 45°
y = 60°

Kosintiis dogrultmanlari

[ =cosa=—0.866
m = cos 3 =0.707

n=cosy=0.5

(a sikkinda hesaplanan)
Asal gerilmeler

oy = 11.62 MPa
0, = —9.00 MPa
03 = —25.32 MPa

P egik diizlemindeki S bileske gerilmesinin asal dogrultulardaki bilesenleri

1.42 denklemlerinden:
Si =0l =11.62x(—0.866) = —10,06 MPa

Sy, =o0,m = —9x(0.707) = —6.36 MPa
S3 =o03n = —-2532x(0.5) = —12.66 MPa

Mohr Cemberinden
Olcekli gcizimlerle:

1.43 denkleminden S bileske gerilmesinin normal yondeki bileseni: /
Op =Sll+52m+53n /

= (—10.07)x(—0.866) + (—6.36)x0.707 + (—12.66)x0.5
- op = —2.1 MPa \

\

S = \/512 +52 + 52 =4/(—10.07)2+(—6.36)2+(—12.66)2 — S = 17.38 MPa .

Kayma bileseni: Tp = [S2 — g2 =4/17.382 — (=2.1)2 —1p = 17.25 MPa
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2 - EGIK EGILME

(Simetrik Olmayan Egilme)

(video9a) (video9b) (video 9c)
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https://www.youtube.com/watch?v=8fRYB0h3XLs
https://www.youtube.com/watch?v=katVJqwYzaw&t=2241s
https://www.youtube.com/watch?v=XsVn_trt678&t=2042s

EGik Egilme

Bu bolimde Amacimiz: Bir Kkiriste, iki eksenli egilme veya diger ismiyle egik egilme mevcut iken Kiris kesitinde normal gerilme
dagilimini formiiliize etmektir. Egik Egilmenin ne oldugunu anlamak i¢in dncelikle Statik ve Mukavemet 1 den iki hatirlatma yapacagiz:

v Yp

y-z diizlemindeki bir alanin herhangi bir O
noktasindan gecen herhangi u-v
eksenlerine gore atalet momentleri alttaki
donlisiim formiillerinden hesaplanir:
(1,1, ve I, ve 6 biliniyorken)

L+1, IL,—1I

I, == z Y4+ = z Y C0528 + I,,,Sin26 (2.1)
L+1, I,—I _

I, = 2232-22 2 C0520 — 1,,Sin26 (2.2)

I, -1, .
L, =— > Sin26 + 1,,Cos26

(2.3)

4 y Hatirlatma-1: (Statik 6¢c konusundan Asal Atalet Eksenleri)

Bir noktadan gecen tim eksenlere
gore atalet momentlerinin geometrik
ifadesi olan mohr ¢cemberi asagidaki
adimlarla cizilir:

1- M(I,; —1;,) noktasi belirlenir.
2- N(I ; Izy)nokta51 belirlenir.

3- M-N birlestirilir.

4- C merkezli cember cizilir.

I; N
tH o K(Ly; Tuw)
Imin
I
————————————————————————————————————————————————————————— M(IZ) _Izy)
P(ly; —luy ‘ bulundugumuz
I, +1, -1, "
> —
2 | 2 |

5- Cember tuzerinde bulundugumuz M noktasindan itibaren gercekteki ile ayni
yonde 20 kadar doniliince, geldigimiz K noktasinin koordinatlar1 aradigimiz
I,,; I,,,, degerlerini verir. K dan itibaren cemberde 180° (gercekte ise 90°) doniiliirse

geldigimiz nokta olan P nin koordinatlar ise I,,; —1I,,,, degerine esittir.
Cemberin yaricapu: Asal Atalet momentleri: Asal Atalet ekseni acisi:
2 I
I—1 I +1 _ Ly
R= |[Z=2) +12 24| Imx==—5=4+R (25| @n20n=7—7"  (2.0)
2 y min Z 5 J"

Not: Statik 6¢c konusunda alan x-y diizleminde incelenmisti. Ancak Mukavemetteki egilme konularinda kesit y-z
diizleminde incelenmektedir. ,Bu nedenle statik 6¢ konusundaki formiiller, y-z eksenlerine gore tekrar uyarlanmistir.

03.12.2023
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Egik EGilme

Hatirlatma 2: (Mukavemet 1 den Basit Egilme) Normal Gerilme

Formiilii
Mukavemet 1 de 6grendigimiz uizere, bir Kirisin y-z duzlemindeki z yoniinde
o L . o basit egilme M,
kesitinde Basit Egilme asagidaki iki sart mevcutken olusur: Ox = =7 Y
Z
1- Kesit y veya z eksenlerinden en az birisine gore simetrik olmaldir.
2- Kesitteki bileske moment vektoriiniin dogrultusu y veya z
eksenlerinden birisiyle cakismalidir. y yoniinde M
e L. . basit egilme . = —2 7
Egik Egilme nedir? Ne zaman olusur? X7

Yukaridaki iki sarttan en az birisi saglanmiyorsa kesitte Egik Egilme olusur.

Bu formiiliin basinda nigin
«-» yok. Cevap i¢in
Muk1/5a.7 konusuna
bakiniz

Yo | .
Mz |\ M \ . Tumu o, =7
. G Egik Egilme
< L

Asagida egik egilme durumuna 3 6rnek verilmistir.

Z, Z>< | ] _J Amacimz Egik Egilme
: y _ y i Durumunda normal gerilme
(2nci sart saglanmiyor) (1nci sart saglanmiyor) (1nci ve 2nci sartlar saglanmiyor) dagilimini elde etmektir.

Eksen takimi daima kesitin G agirlik merkezine yerlestirilmelidir. Simetrik kesitlerde asal atalet eksenleri (y,, z,) y ve z eksenleriyle ¢cakisiktir.
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Egik Egilme

Egik Egilme Tespitinde;

Daha Genel Kural: Simetrik veya Simetrik olmayan kesitlerde, Bileske Egilme Moment Vektoriiniin dogrultusu, asal atalet
eksenlerinden birisiyle ¢akisirsa, (asal eksen takimina gore) basit egilme olusur. Aksi Halde Egik Egilme Olusur.

Simetrik kesitler i¢cin Ornekler Simetrik olmayan kesitler icin Ornekler
Piif Noktasi1: Simetrik kesitlerde Kart ksenl
f Noktast: Simetrik kesitlerde rreayen ersenier Asal atalet eksenleri y ve z eksenlerinden farkhdir.
ayni zamanda asal atalet eksenleridir.
Y=Y ., Zp =2
Ay, Z Z
G Zp y p y p
A M \ _ Yo — \ Yp
M M A
Zp/z 7 7 \ ¢ z
< | G < G < <
|
|
!
i
Basit Egilme Egik Egilme Basit Egilme Egik Egilme Egik Egilme
(Bileske moment (Bileske moment asal (Bileske moment (Bileske moment asal  (Bileske momgnt.atsal
asal eksenlerden eksenlerden hicbiriyle asal eksenlerden eksenlerden hicbiriyle ~eksenlerden hl_Cblrlyle
birisiyle ¢cakismis.) ¢akismamis.) birisiyle cakismis.)  ¢akismamis.) ¢akismamus. y ile
cakismis ama y asal
atalet ekseni degil)
37
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Egik Egilme
Egik Egilme de Normal Gerilme (o, ) Hesaplamalari:

1. Yontem: Egik Egilmenin 2 tane Basit Egilmeye Indirgenmesi (Siiperpozisyon Yontemi)

a. BuyoOntemde bileske moment, asal atalet eksenleri lizerinde bilesenlerine ayrilir.

b. Her bir moment bileseni tek basina basit egilme olusturdugu i¢in basit egilmedeki normal gerilme denklemi kullanilabilir.
c. Herbir basit egilme icin bir noktada hesaplanacak o, ler list liste toplaninca egik egilmedeki normal gerilme bulunmus olur.
d. Buradaki piuif noktasi, gerilmesi bulunmak istenen noktanin koordinatlarini asal atalet eksenleri cinsinden yazmaktir.

e. Buyontem simetrik kesitler icin daha avantajli ve pratiktir. Simetrik olmayan kesitlerde asal atalet momentleri ve

eksenlerinin hesaplanmasi islemleri uzatabilir.

1nci Ornek: Simetrik bir kesitte, simetri eksenlerinden hicbirisiyle cakismayan M; bileske ic momenti oldugunu diisiiniiyoruz.
Kesitin herhangi bir noktasinda o, normal gerilmesini asagidaki gibi hesaplariz:
Once bileske momenti M, ve M, bilesenlerine ayirip bu bilesenleri sirayla kesite uygulariz ve normal gerilmeleri toplariz.

Bileske moment asal atalet eksenleriyle cakismadigi igin

|
!
(tarafsiz eksen) :
|

Egik egilme = Basit egilme + Basit egilme
T.E
) A YLy
: V’yp (tarafsiz eksen) \[ p
!
| i
; A
| M
— Zp/E o Zp, E y .
= N —G < |
M, i +
T.E !
|
|
|

M
_y.Z (2.7)
y



Egik Egilme

2nci ornek: Simetrik olmayan bir kesit icin M bileske momentinden dolay kesitin b noktasindaki normal gerilmenin hesaplanmasi:

Egik Egilme = Basit Egilme + Basit Egilme
Z
p Z Zp
Y =7 p y
M p \/9\ ' Yp \ Yp
{z A Yp = 7 ¢ + {z - Yp
= ¥
\/ﬂ'@’ \%
Oxp = 1 + Oxp_
M M
Ox, = — 2y + _p (2.8)
I, I "“DPbp
1% Yp

sz ve Myp: M bileske momentinin asal eksenlerdeki bilesenleridir.

Izp ve Iyp asal atalet momentleridir. (Birisi I,,,, iken digeri I,,,;, dur ve 2.5 denkleminden hesaplanirlar.)

b noktasinin koordinatlarinin asal eksenlere gore (yy,, Zp, ) yazildigina dikkat ediniz.
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Egik Egilme
Egik Egilme de Normal Gerilme (o, ) hesabinda,

2. Yontem: Kartezyen koordinatlar cinsinden o, denkleminin ¢ikarilmasi:

Bu yontemde Asal atalet momentlerini veya asal atalet eksenlerini kullanmaya gerek olmayacak sekilde normal

gerilme formiilini y-z indisine sahip degiskenler (I,, I, I,,, M,, M, z, y ) cinsinden ¢ikaracagiz.

Bu yontem simetrik olmayan kesitler i¢in daha pratiktir.

Egik egilme = Egik egilme + Egik egilme
Zp %, Zp %
\.\_ s v v\— M V
«Yp ", /’ Yp . “My //':Vp
/,/ E \\\\ /,/ + \\\ ,///
¢ <G Z G
M,
? ? ?

Bileske momentin Kartezyen bilesenlere ayirsak bile herbirisi icin egik egilme soz
konusudur ve bu nedenle basit egilmedeki normal gerilme denklemi gecerli degildir. Asal ~ Simdi bu sorunun cevabini arastiracagiz..>>
eksenleri kullanmadan sadece Kartezyen indisler (y-z) cinsinden o, i nasil bulabiliriz?



Egik EGilme y ’

Hatirlatma:
Mukavemet 1 basit egilme konusunda anlatildig1 {tzere, Kirisi a b X
uzunlamasina liflerden olusmus gibi diisiindiigiimiizde ve yandaki gibi M, C B BEL T 1d
egilme momentine maruz biraktigimizda, tstteki lifler kisalir, alttaki lifler
uzar. Alttan iste dogru gidildikce liflerin uzama miktar1 azalir ve sonra My M,

kisalan lifler bolgesine gecilir. Arada gecis bolgesinde oyle lifler vardir ki
bu lifler ne uzar ne kisalir, yani boylar1 degismez. Boylar1 ayn1 kalan ve

ayni y koordinatina sahip bu liflerin bulundugu diizleme tarafsiz dizlem

denir. Tarafsiz diizlemin bir kesitle kesisim noktasi olan ¢izgi ise tarafsiz

eksen ismini alir. Basit egilme durumunda sadece M, momenti varken

Tarafsiz
7, Diizlem

Tarafsiz eksen z ekseni, sadece My momenti varken ise y ekseni olacaktir.

Tarafsiz

Egilmeden once dik cizgiler, egilmeden sonra da dik kalmaya, diizlem Bl
sen

kesitler diizlem kalmaya devam eder kabulleriyle normal gerilme formiili

(o, = — % y ) seklinde Mukavemet 1-5a konusunda ¢ikarilmisti.
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Egik EGilme

Kartezyen Koordinatlara Gore Egik Egilme Hesaplari:

‘9} Herhangi bir C

noktasinin y’ koordinati:

y' =y.sinff — zcosf

SEN

03.12.2023

Simetrik olmayan bir kiris Kkesitinde egik egilme durumunda
Tarafsiz Eksen y ekseniyle belli bir 3 acis1 yapar. Bu 3 acis1 da su an
bilinmeyenler arasindadir.

y’': TE (tarafsiz eksene) dik eksendir. Kuvvet hatti ise M bileske
momentine diktir.

Basit egilme i¢in yapilan kabuller egik egilme icin x-y’ diizleminde gecerlidir.

x: kiris ekseni ve kesit normalidir. x-y’ diizleminde eksene dik cizgiler,
egilmeden sonra da dik kalir. Duizlem kesitler duizlem kalr.

Egilme sonucunda ¢ubugun sekli C; merkezli, p yaricaph bir yay formu alir.
DE: Tarafsi1z duzlem tizerindeki liftir. Boyu degismez. Bu durumda DE = D’E’
JK : tarafsiz diizlemden y’ kadar uzakliktaki liftir. Son boyu /'K’ diir.
(Kesitteki c noktasinin JK lifi izerinde oldugunu diistiniiyoruz.)

Tiim liflerin Ilk boylar esittir. JK = DE

JKlifi i¢in; sonboy: J'K' = (p —y")0 , D'E' = p = DE = JK

JKlifinin Toplam uzamasi: § =K' —JK = (p—y")0 — pb = —y'6

e . . o y'6 y'
JKicin birim elastikuzama: ¢ =—-=-"—=—=—

L p8  p

JK lifinin gectigi herhangi bir c noktasinda elastik bolgedeki normal gerilme:

E
Jx=E.8x=—E.%=—;(y.SiHB—ZCOS,B) (2.9)
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Egik Egilme
E
Son 2.9 denklemini agip diizenlersek: o, =——.sinf.y+—.cosff.z— o,=a.y+b.z

o7 . p p

I AN

| Yy e
1 \ N

1 \ A

‘ . Katsayilar tanimlarsak: a b

Dis normal kuvvet olmadigindan, kesitte ic normal kuvvet sifir olmalidir.

A A

dF in G'ye gore z dik uzakligi ile carpim1 y yoniindeki dif. ic momente esittir. dM,, = dF.z
v

Sag el kaidesine gore pozitiftir.

y yonuindeki toplam i¢ moment:

X
My=jdMy=de.Z=jJx.z.dA=j(ay+bz).z.dA

ic kuvvet = gerilme x alan

dF = o,.dA

—>ajyz.dA+bjzz.dA =0-> M,=a.l, +b.l, (2.10)
A A

dF in G'ye gore y dik uzakligi ile carpimi z yoniindeki dif. ic momente esittir. dM, = —dF.y  (Sag el kaidesine gbre negatiftir.)

z yoniindeki toplam i¢ moment:

M, =fdMZ= —de.y=—ij.y.dA —>—f(ay+bz).y.dA =M, = —(ajyz.dA+bfyz.dA)—> —M,=a.l,+b.1,, (2.11)

43
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Egik Egilme

2.10 ve 2.11 denklemlerinden katsayilar asagidaki gibi elde edilir:

g = “Mely + Mylyy , p = Melay + Myl (2.12a,b)
2 2

o =ay+bz idi.

Buna gore, egik egilmeye maruz bir kirisin herhangi bir kesitinin y, z koordinatlarina
sahip herhangi bir noktasindaki normal gerilme asagidaki denklemden hesaplanabilir.:

o —(M,L, + My 1))y + (M1, + My1,)z
=

2
; / ' ¥ I1, — 1y,
& Bu denklemdeki (M,,, M,) moment terimleri, incelenen
kesitteki ic momentlerdir ve ayirma prensibiyle bulunur.

(2.13)

2.13 denklemi izotropik cisimler i¢in, elastik bolgede gecerlidir ve tum egilme durumlarini1 kapsayan genel
bir denklemdir. Alttaki 2 6zel hallerden 2.13 {in genel bir denklem oldugunu gorebiliriz:

1. Ozel hal: En az bir eksene Egik ]ig;lme 2. Ozel hal: 1. Ozel hale Basit [igllme .
gore Simetrik  kesitlerde :JVI I,y = 0igin 2.13 ilaveten ayrica M, = 0 olursa, : Y ézji 3=d0, Iﬁly =.0.l(}1n
¢arpim  atalet ~ momenti Y denkleminin son hali: | basit  egilme  durumuna ' o (.)n haTir.l e
sifirdir I,,, = 0. Bu durumda 2 g dontilmis  olur ve bu z —G '

2.13 denklemi 1.yéntemdeki M, 5. = M, y _l_% 5 durumda 2.13 denklemi basit MZ o = _% y
2.7 denklemine déniistiigiine : g I, I, | egilmedeki normal gerilme ! * I,
dikkat ediniz. ' denklemine donusur. :

Basit Egilme aslinda egik egilmenin ézel bir halidir.
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Egik Egilme

Tarafsiz eksenin dogrultusunu veren 3 acisinin elde edilmesi:

E E
Gerilme formiiliindeki katsayilar daha once su sekilde tanimlanmisti: a = — ; .sinf b= ; cos 8
Al y’ a — (E) sin 8
— Bunlari birbirine oranlarsak: — = P = —tanp
My} (E) cos f§
P
M,I, + My 1,
a LI, — I,,° M,IL, + M, 1
Ayrica 2.12a,b denklemlerinden : i IZ 4 szl S Y 2y
zlzy + yzz M,l,, + M1,
LI, — I,
Egik Egilme Durumunda Tarafsiz eksen dogrultu agist: tan B = M1y, + M, 1,
Kirig kesiti (izotropik malzemeler icin elastik yiiklemede gecerlidir. +y ekseninden M, zy T My I,

itibaren saat ibreleri tersi yontindeki acidir. Ttim egilme tiplerini kapsar.)

Ozel Hal Incelemesi:

En az bir eksene gore simetrik kesit (I, = 0) icin M,, = 0 alinirsa basit egilme durumu olusur.
Ny

Bu durumda 2.14 denkleminden

z : tanf =0 > =0

Basit Egilme MoLC

Z

! basit egilmede boyle oldugu soylenmisti.
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Bu ise tarafsiz eksenin z ekseni oldugunu gosterir ki,
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Egik EGilme
Kirisin egrilik yaricapi p nun elde edilmesi:

x-y’ diizleminden bakinca Kirisin C merkezine gore egrilik yaricapini da elde edebiliriz. Soyle Ki:

2 2 2 2
E E E° .
Gerilme katsayilarin karelerini toplarsak: a* + b% = <— ; sin ﬁ) + <; cos ﬁ) = _p2 (sinB? +cosp?) - a®*+b*= _pz

2 2
ML+ Mylzy> s (lezy + Mylz> _E?

Ayrica 2.12a,b denklemlerinden : a® + b? = 2 2 2
LI, — I, LI, — I, P

Egik egilme durumunda M+ M2+ (M1 [YHRY
Egrilik yaricapi genel denklemi: - l\/( zly + Mylzy)” + MLy + Myl,) (2.15)

P E (Izly - Izyz)z

(izotropik malzemeler i¢in elastik ytiklemede
gecerlidir. Basit egilmeyi de kapsar.)

Ozel Hal incelemesi:

En az bir eksene gore simetrik kesit (I, = 0) i¢cin M,, = 0 alinirsa basit egilme durumu olusur.

~y
, ; % 1 M
y i / Ig - ) | 2.15 denklemi bu durumda: - =—=
5 Basit Egilme Y G p El
Zi
| (Basit Egilme konusunda bu sekilde oldugu ispat edilmisti.)
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Egik Egilme . o o S . ..
* Basit egilmede oldugu gibi maksimum ve minimum

Egik Egilmede Normal Gerilme Dagilimu:

normal gerilmeler Tarafsiz eksenden en uzak

oz noktalardadir.

* Tarafsiz Eksenin altinda kalan kesit noktalar1 negatif
gerilmeye sahip iken ilistiinde kalan noktalarda
gerilmeler pozitif olur. Ancak momentlerin yoni ve

siddetine gore pozitif ve negatif gerilme bolgeleri yer

degistirebilir.

« Kesitteki herhangi bir ¢ noktasindan Tarafsiz Eksene
paralel cizilerek bu noktadaki gerilmenin grafikteki

yeri bulunabilir. Siddeti ise 2.13 denkleminden elde

edilir.
Y * Gerilmelerin  hepsi dizlem normali (x)
dogrultusundadir. Burada ustteki sekilde y-z
A dizleminde gerilme siddetleri icin sematik bir
x-y’ diizleminden bakista gerilme dagilimu : /éGf/ X dagihm gosterilmistir. Gerilmelerin gercek yoni ve
< \B Xe dagilimi x-y’ dizleminden bakista ancak gozukebilir.
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Egik Egilme

mim "Y

{30} Ornek 2.1

(video 9b)
180[!11[1 & G

|
x| 30°
ML 4
30 mm

l——120 mm—— t

L profilli bir gubugun herhangi bir
kesitinde olusan bileske egilme
momenti  M=20kNm ve bu
momentin +z ekseniyle yaptigl aci
300

olarak hesaplanmistir.

Malzemenin akma mukavemeti
200MPa ve emniyet katsayis1 n=2
ise, bu kesitin emniyet sinirlarini
asip asmayacagini belirleyiniz.

03.12.2023

Cozum:
ot 30"~ & y-z Kartezyen koordinatlar1 kullanilarak (2.Yontemle) ¢oziim:
J 4 Agirlik merkezi ve atalet moment degerleri hesaplandiginda su degerler bulunur.

Not: (Hesaplamalar igin Statik 6¢ videosunun sonundaki 6rnege bakiniz. )

180MmM ,8 Atalet momentleri:
z M, \ 7] Sol alt koseye gore Agirlik I,=24.91x10° mm*,
- zoyi r merkezinin koordinatlart: I, =8.708x106 mm?* ,
AM/l M, Yo z; = 35mm,y; = 65mm I, =8.1x10° mm*
/I C 30 mm
L ' T Moment Bilesenleri:
—120 mm

M, = M.cos 30° = 20x cos 30° = 17.32kNm, M, = —M.sin30° = —10kNm

Kesit simetrik olmadigindan M momentinden dolay1 egik egilme olusur. 2.13 denkleminden:

_ MLy + MyLy )y + MLy + My 1)z N
1L, — IZ,

O-X
oy = —0.461y —0.719z

T.E denklemi :

_ —[17.32x8.708 + (—10)x8.1]y + [17.32x8.1 + (—10)x24.91]z 1062
B (24.91x8.708 — 8.12)(106)?2 (10%) / { | \

Tarafsiz Eksen (T.E)iizerindeki noktalarda gerilmeler sifirdir: g, = 0 = —0.461y — 0.719z — y = —1.562

Maksimum ve minimum gerilmeler tarafsiz eksenden en uzak olan A(115;35) ve C (-65; -85)noktalarindadir.

oy, = —0.461x115 — 0.719x35 = g, = —78.18MPa = Oxmin |Osin| < Tem

Oy, = —0.461x(—65) — 0.719x(—85) — 0y, = 91.08MPa = Ox,yq, Oxmax < Oem
o 200

Oem = %k = 100 MPa emniyetlidir.
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https://www.youtube.com/watch?v=katVJqwYzaw&t=2241s

Egik EGilme

Statik 6.c videosunun sonundaki érnekte ayni geometri icin hesaplanan degerler:

Asal Eksenler y, - z, kullanilarak (1.Yontemle) ¢6ziim:

asal atalet eksenlerinin agisi
(+z ekseni ile max. Asal eksenin yaptigi agi) :

2 Lnax =1, =28.26x10° mm*
l atal leri: Imax = 22y (22} 4y 2 ’ 20 )= —2_ L g =225
asal atalet momentlerti: max = —— 1 > zy Inin = I, = 5 36x106 mm® tg(20,,) = L1, m = 22.
Egik Egilme (i\o/lj = Basit Egilme (sz) + Basit Egilme (Myp) a = 30—6, = 30 — 22.50 = 7.50
30 & Vo™ 25) K
p KR A / "'_'lf ,’/ P ‘\\A(",X—B’ ‘Y Yp ' "3’

My, = —M sin(7.5)°= —205in(7.5)° = — 2.61kNm
M., =M cos(7.5%) = 20 cos(7.5%) =19.82kNm

a(zy) gibi herhangi bir noktanin asal koordinatlari:

NI Mg
- - B /[ y Vp =Y C0SOy +zsinb,,, zp = zcosB,, —ysinf,,
%% E & T.E den en uzak A ve C noktalarinin asal koordinatlart:
S v Yp, = 115x cos 22.5° + 35x sin 22.5°
% . Vp, = 119.64mm Zp, = —11.67mm,
Iy, P Vpe = —92.58mm,  z,. = —53.65mm
_ _+19.82x10° —2.61x10° oy, =—0.701x119.64 —0.487x(—11.67) = —78.18MPa= Ox,,, o, | <o
%x = T 3826x106 7P T 536x106 P L e
40X 00X 0y, = —0.701x(—92.58) —0.487x(—53.65) = 91.08MPa = Ox,,,, Oxrnn < Oem
oy = —0.701y, — 0.487z, (Ayni sonucglari bulduk) emniyetlidir.
. _ _ 2.14’denk. _
Tarafsiz Eksende: o, =0 =-0.701y, — 0.487z, \tan g = M,I, + Myl,, 17.32(8.708) + (—10)(8.1) — _064 — B = —32.68°

- = —0.69.z gy
03.12.2023 Yp p (TE Denklemidir.)

M,l,, + M,I, 17.32(8.1) + (—10)(24.91)

Saat ibreleri yonilinde
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Egik Egilme

Ornek 2
(video 9¢)
F
S
S
E/ IR
X
o
@&
1m

Sol ucundan bir duvara sabitlenmis olan dikdortgen
kesitli kirise, serbest ucundan F=10kN luk kuvvet
sekilde gosterildigi gibi uygulaniyor. Kiriste ortaya
¢ikan maksimum ve minimum normal gerilmelerin
siddetlerini ve yerlerini hesaplaymniz ve kritik

kesitteki normal gerilme dagilimini ¢iziniz.
03.12.2023

Oncelikle F kuvvetini kendi dogrultusu iizerinde E noktasina
tasiyabiliriz. F kuvvetinin kiriste olusturacagi maksimum moment
A y bilesenleri, kuvvetten en uzak olan ankastre kesitte olusacaktir

CHziim:

ab = /602 + 802 = 100mm

a 60 3
M= 10075
o E g 80 _4
S s =700 5
®
/Ly F kuvvetinin bilesenleri:
& - 3
& F,=F.sinf = 10(§)=6kN

4
F, = —F.cos@ = —10(5) = —8kN

Ankastre uctaki Moment bilesenlerinin hesaplanmasi:

;

M, = —F,.L = —6x1 = —6kNm
M, = —E,.L = —8x1 = —8kNm

Isaretleri sag el

1.yol:Dikuzakhklardan(Skaler):} vaidesivle bul
aidesiyle bulunur.

2.yol:
Vektorel olarak O noktasina gore moment aliriz ve isaretleriyle birlikte bilesenleri buluruz.
ﬁ - 7 M 2
X = = — = -8k —6
O 1m E Y /OExF (1D)x (-85 + 6k) ]
OFE =17 Moment alinan nokta I"(uvv.et hatt_l ]\7 M
lizerinde bir nokta z y

50
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https://www.youtube.com/watch?v=8fRYB0h3XLs

Egik Egilme

Ankastre kesit icin normal gerilme hesabu:

1.Yontem olan Stperpoziyon yontemini kullanabiliriz.

AV Yp Kesit simetrik oldugundan, z-y eksenleri ayni zamanda (z,,y, ) asal atalet eksenleridir.
| b.h3 60x803 2 565105 mm®
= = = = . x mm
g 7P 12 12 TE AS AL A
- 0 E B
Z, Z S . hb® 80x60° o _ _
y = Iyp =1 =17 = 1.44x10°mm ) o IKZ _ 0 4 ) 0 Mi
60 mm 27 | — f B b 2,7,
> “p M ‘ 3 — Z, Zp M ’ “p
o : y _ _ YY-\2 M Y
(kesit simetrik oldugundan): Izy = Iz,y, = 0 A
Egik Egilme = Basit Egilme + Basit Egilme
M M
Oy = —yZ + ——Zy
L, I
5 o 6X10° - —8x10 417z + 3.125
= Z ————=.y — 0,=—4.17z :
* T Taax106° % " 256x106) T Y
, Bu denkleme gore TE
T.E lizerinde gerilmeler sifirdir - 0y=—4.17z+ 3.125y = 0 — y = 1.33z (TE denklemi)

T.E den en uzak noktalar A ve B dir ve bu

~
noktalarda max ve min gerilmeler olusur.

2.Yontemi kullanmis olsaydik:
I, = 0 oldugundan 2.13 denkleminin
ayni denkleme doniisecegini goruriz.

03.12.2023

~

—

~

>

—

sekildeki gibi cizilir.

A(-40,30) - 0y, =—4.17(30) +3.125(-40) - 0,, = —250.1MPa = Oy,

B(40,-30) — oy, = —4.17(—30)+3.125x(40) - Oxp = 250.1MPa = 0pqx

0 0
o —(M,I, + My;{;)y + (MZ;{; + M, 1)z _ %Z _&y
¥ IL, —If,* I I
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Egik Egilme
Perspektif gortiniisten normal gerilme dagilimi

TE y Oxp = 250MP’a = Omax
y
y \
T.E '
A y
B Kesit diizlemindedir.
< —> MZ
Yol AN M
Q
A

O : kesitin agirlik merkezi

y

B » Omax

x-y’ diizleminden gortintis: ;0 X
A

Omin
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03.12.2023

ELASTIK EGRi-1

JIIJILILIELILLELILLT)

e
A a2y Elastic curve "I;" B |vg
| El I = M(x) i |

Basit Egilmeye Maruz Kirislerde

3.1 - Analitik Yontem

(integrasyon Metodu) ile EgIm ve Sehim Hesaplamalari

Mukavemet Il Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor
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Elastik Egri-1 / Analitik Yontem (integrasyon Metodu) ile E§im ve Sehim Hesaplamalari /Konu Anlatimi

x-y duzleminde ve 6zellikle diisey yonde yliklere maruz bir Kirisin elastik sinirlar ‘

icinde sekil degistirerek aldigi forma elastik egri (elastic curve) denir.
Amacimiz ise, H
Basit Egilmeye Maruz Bir Kiriste,

Kiris geometrisi, sinir sartlari, malzeme 0zellikleri ve yiukleme

P
durumu belli iken; Y
Kirisin herhangi bir noktasindaki ¢okme (sehim, v) ve donme (egim, .
0) degerlerini elde etmektir. (Egim acis1 0: cokme noktasinin T~ —— V=0
tegetinin x ekseniyle -orijinal Kiris ekseniyle- yaptig1 acidir.) Elastik Egr
Basit Egilme sartini1 saglamak icin ise sadece asagidaki 2 ozellige
4
birden sahip sistemleri inceleme konusu yapacagiz: P, : P>
1. Kiris kesiti y veya z eksenlerinden en az birisine gore simetriktir. \% ‘ -
.~ : - X
2. Kiris kesitlerinde sadece M, ic momenti olusur (bunun icin ise W~ = ’ \
' - .
kiris x-y diizleminden yiiklere maruzdur.) % I Elastik Egri Orijinal kiris ekseni
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Elastik Egri-1 / Analitik Yontem (integrasyon Metodu) ile E§im ve Sehim Hesaplamalari /Konu Anlatimi

Kirislerde Cokme (Sehim) Hesabinin Onem

Kirislerin dizayninda, yalniz gerilmeler degil ayn1 zamanda

sehimler (cokmeler) de buyliik 6nem arz etmektedir.

LU HABER

A
—
\ 4

Rusya'da, bir nehirdeki asma koprii, tizerinden bir kamyonetin gegisi
esnasinda kismen ¢oktii. Arag sulara gomiilirken o anlar kameraya yansidi.

Olay, Moskova'ya 4 bin 500 kilometre mesafedeki Uryum kdylinde yasandi.

Bundan dOlaYI, maksimum sehimin kll"ls aglkllglna oraninin Nehir Gzerindeki tahta asma képru, lizerinden gegen kamyonetin agirhgini
tasiyamayarak kismen ¢oktu.

(v..x/L) belirli bir degeri (1/300 i)ge¢cmesi istenmez.

Kaza sonrasi arag surtictsuntn kurtarildidi bildirilirken kamyonetin sudan

cikarilamadigr aktarildu.
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Elastik Egri-1 / Analitik Yontem (integrasyon Metodu) ile E§im ve Sehim Hesaplamalari /Konu Anlatimi

Cokme (Sehim) ve Donme (Egim) Hesaplama Yontemleri:

Analitik metot (integrasyon metodu)
Moment alan1 metodu
Eslenik Cubuk metodu

Superpozisyon Metodu ve Hiperstatik Sistemler

gt o e

Enerji Metodlari

Burada ilk 4 metod orneklerle anlatilacaktir.

5. konu olan enerji metodlari ileride gosterilecektir.

03.12.2023 Mukavemet Il Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor
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Elastik Egri-1 / Analitik Yontem (integrasyon Metodu) ile E§im ve Sehim Hesaplamalari /Konu Anlatimi

1. Analitik Yontem (integrasyon Metodu) ile Egim ve Sehim Hesaplari: (Bu videonun konusudur)

Bu metod, kiristeki egim ve sehim icin x’e bagl genel denklemler elde etmemizi saglar.

Hatirlatma

Basit Egilmeye maruz bir Kiriste:
* Egilme sonucunda ¢ubugun sekli C merkezli, r yarigapl bir yay formu alir.
* DE: Tarafsiz diizlem uzerindeki liftir. Boyu degismez. Bu durumda DE = D’E’
* JK: tarafsiz diizlemden y kadar uzakliktaki liftir. Son boyu J'K’ diir.

« Tiim liflerin Ilk boylar esittir. JK = DE

JK lifi icin; son boy: J'’K' = ( —y)0, D'E'=r8 =DE =]JK

Toplam uzama: 6§ =J'K'—JK =(r—y)0 —rf = —yb

T
] = i =F ' K 6 ye
yi: [ [ i _] ‘. . ) — =__=_X
D - =r E Birim elastik uzama: &, I 0 "
o . y
Elastik bolgede normal gerilme: =F. = —F. =
J J-K lifi A 5 & ox =kb.&y =-E7
Ox Oy E E 5
M, = —j(ax dA).y = —j(—;y-y-dA) =;f(y .dA)
E E Mz 1 MZ
Mz = r . = r . C FTE L (31)

57

03.12.2023 Mukavemet Il Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor



Elastik Egri-1/ Analitik Yéntem (integrasyon Metodu) ile EGim ve Sehim Hesaplamalari /Konu Anlatimi

Elastik Egri Denklemleri:

0 : Egim (acis1): Elastik egri Gizerindeki bir noktanin tegetinin orijinal kiris ekseni (x ekseni)ile
yapmis oldugu acidir. , v : Sehim (¢okme): Kiristeki bir noktanin orijinal konumundan y yoniinde

uzaklasma miktaridir.  E: Elastiklik Modulii , I kesitin z eksenine gore atalet momenti,

B

M, : z ekseni yoniindeki ic moment, EI: Egilme Rijitligi,

MN = ds = rdo Kiicuk Sekil Degistirmeler
0 acisi ¢ok kiictik oldugundan: ds~dx ve tanf = 6 alnabilir
-» —=— ——0 1 df dv _ _av
r ds -= — dik icgenden: tanf =— = & - dx  dx2
. : r dx dx X X
Orijinal kiris ekseni
1 do d?v M, M, d%v Kiigtlik sekil degistirmeler icin
> —-_=—=— = = elastik egri denklemi:
r—dx dx?2 El EI, dx?
s d?v
Y Z no_ (328)
e adr ,ve I, degerlerini Mvel ile gosterirsek; X
Elastik 64 M I, degerlerini Mvel ile g6 irsek El ) Elv M(x)
Biiyiik Sekil Degistirmelerde Durum:
v — Biiytik sekil degistirmeler icin
tan 6 = ax v 7 6 = arctan (E) = arctan(v’), ds dv\2 elastik egri denklemi:
ds = +dx?+dv? = I 1+(d—) "
1 dob d[arctan(v")] dx x X El = M(x) |(3.2b)
r - ds - dx ds S dx 1 [{ - G
o o =VI+0Y - e T
Herhangi bir f(x) fonksiyonu i¢in biliyoruz ki: . ) di J1+ @)? ]pyg;d ’ Cﬁ“}fi 7L ( jle)l;” dfgfni':m%er; Ciel
f(x) d , v' K=—= 7 _M edilebilir  Bu  durumda (3.2a)
— [arctanf (x)] = —————— —[arctanv’'] = —— YA : =— - :
x| fOI=17 (f(x)?  dx [ =13 ()% ro 1+ J1+@)? T EI denklemi elde edilmis olur.

(3.2a) ve (3.2b) denklemleri elastik bolge ve basit egilme durumlart icin gegerlidir. Aksi soylenmedikge problemler kiictik sekil degistirmeler icin ¢oziiliir.

03.12.2023
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Elastik Egri-1 / Analitik Yontem (integrasyon Metodu) ile E§im ve Sehim Hesaplamalari /Konu Anlatimi

O ve v ninisaretleri

Orijinal kiris ekseni

—
9A<O 0<UDI O<93 UC>O C
g , ~§‘~\>
oy D “
Sep Elastik egri

0 acis1 orijinal kiris ekseninden baslayarak elastik egrinin bir noktadaki tegetine dontilerek elde edilir. Eger

saat ibreleri tersi yoniinde doniiliiyorsa 0 ag¢is1 pozitif, aksi halde negatiftir.

v sehim (¢okme) degeri: bir noktanin orijinal kiris eksenindeki konumundan itibaren elastik egri tizerindeki konumuna

dogru y yoniinde ilerleyerek bulunur. +y yoniinde ilerleniyorsa v pozitif, -y yontlinde ilerleniyorsa v negatiftir.
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Elastik Egri-1 / Analitik Yontem (integrasyon Metodu) ile E§im ve Sehim Hesaplamalari /Konu Anlatimi

Kiiciik sekil degistirmeler i¢in :

2
y (elastik egri denklemi): EJ % =M (x) (D)
Orijinal kiris ekseni x
0 | B esitligin her iki tarafinin integrali alirsak:

Vid

dv . -
j El —=EIf = jM(x) dx+ C;, - Egim 6(x) elde edilir
—* Elastik egri

dx

2nci kez integral alirsak:

Elv =ij(x) dx+ C;x+C, — Sehimwv(x) elde edilir

C;, C, integral sabitlerini bulmak i¢in sisteme 6zel sinir sartlarini uygulamak gerekir. Bunlar problemlerin i¢cinde gosterilecektir.

Not
DU . e dM d3v
(I) nolu denklemin 1.tiirevi kesme kuvveti V (x) degisimini verir. . —V(x) = El — = —V(x) (3.33)
dv d417
(I) nolu denklemin 2.kez tiirevi yayih yiik q(x) degisimini verir. T —q(x) - El dxt = q(x) (3.3b)
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Elastik EGri-1/ Analitik Yontem ile E§im ve Sehim Hesaplamalari /Ornek Problemler

} Coziim:
ﬂ’ P Ornek 3m Simetriden dolay1 A ve B mesnetlerinde diisey P/2 reaksiyon kuvvetleri
ortaya ¢ikacaktir. Egilme acisindan Kirisi 2 bolgeye ayirabiliriz.
L/2 L2 El -
A /2 ¢ / X [-1 kesim:
& My = Mig—
| < I s =0
Orta noktasindan tekil diisey P yukiine ki i p “
maruz Kiriste, kiictik sekil degistirme TR +M; =0
durumu oldugunu kabul ederek, P/2 P
a-) A-C kisminin Sehim ve Egim M, = 2%
Denklemlerini ¢ikariniz. a-) 1nolu bolgede Kiigtik sekil d?v, p
b-) A ve C noktalarinin egim ve degistirmeler icin 3.2a denklemi: E/ dx2 My = 2%
okmesini bulunuz. .
. d“v, P dv Px?
1. integral: - ] El 752 = jEx dx - E] dxl = EIf, = - + ¢4 (1)
_ d v, Px? Py3
2.integral: - ]EI Ix J 7 T ¢1)-dx - Elv, = -5 tax+a (2)
Sinir sartlarindan integral sabitlerinin bulunmasi:
* A noktasinda mesnetten dolay1 cokme (sehim) olmaz: x=0-v;, =0 - (2) nolu denklemden: -c, =0
» Simetriden dolay1 C orta noktasinin L P(%)2 PL2
egimi (tegetin x ekseniyle agis1) sifirdir: X = = icin — ;=0 — (1) noludenklemden: 0 = L S T
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Elastik EGri-1/ Analitik Yontem ile E§im ve Sehim Hesaplamalari /Ornek Problemler

~

_ Egim denklemi:
c,vec,vyi(1)ve (2)

denklemlerinde yerine (-

koyarsak 1.bolge igin : o | P (x? LPx
| Sehim (¢6kme) denklemi: V1 = Z1\12 ~ 16
b-) T 0% L7 . PI?
V7" EI\ 4 16 47 16EI
Xyq = 0 -
P[0 %0 =0
D O TAC VT 4
N P (1%/4 [I?
b= 0c EI( 4 16) ‘
_Ly
Xc 2 3 2 3
R £ S Y 7 A N PL
J TP T E\9%6 T 16 ¢~ 48El

03.12.2023
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* Cnoktast hem 1, hem 2nci bolgenin ortak
noktasidir. 1nci bolgenin noktasi
dlistinerek hesaplama yapilmistir. Znci
bolge icin hesaplamaya gerek kalmamuistir.

» A noktasindaki tegete +x den saat ibreleri

yontinde dontlilerek erisildigi i¢in 64
negatif cikmigstir.

* vy ve 0, degerlerini sinir sartlarinda
kullanmistik. Burada ayrica hesaplayarak

bir saglama yapmis olduk.
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Elastik EGri-1/ Analitik Yontem ile E§im ve Sehim Hesaplamalari /Ornek Problemler
/Ornek 3.1.2 M, = 80k1\D
B ucuna tekil moment uygulanan sekildeki kiris icin L=2m El
ﬁ B
a) Egim ve sehim denklemlerini ¢ikariniz. A
b)  egim ve sehim degerlerinin extrem degerlerini hesaplayiniz.
\ E=70 GPa, 1=7.5x 10° mm?* /
Coziim ! M, = 80kNm a-) Kiiciik sekil degistirmeler El d*v = M(x) — M,
] icin 3.2.a denklemi: dx? -
! L=2m
A ' y 1. integral: £V = prg = Mo
h . Integral: dx =5 C1 (1)
Ra Statik Hesaplar: Rg - oX”
a 2.integral: Elv = oL Taxte (2)
XK, =0- Ry = Rp
Sinir sartlari:
= —_ = = = —O
2My=0= —Rpl + M, =0 - Rp =R, L A ve B de sehimler (¢6kmeler) sifirdir.
Ic Egilme momenti denklemi:
1 Anoktasi: x =0->v =0 - (2)nci denklemden: — ¢, =0
E\M:Mi‘; SM,, = 0 Ryx+ M=0 oL’
1 k=0 —hgx+ M= B noktas: x =L —» v = 0 » (2)nci denklemden: — 0 = T +c;L+0
‘A . &Y M,
o] M = RAX = —X M,L
Ra L - =- 0
6
63
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Elastik Egri-1/ Analitik Yéntem ile EGim ve Sehim Hesaplamalari /Ornek Problemler

y T
1 : : x
c,vec, sabltlc—:zrl (1), .(2) devnklerr.llerlr.lc.ie yerine 3 c M, = 80kNm
koyulur ve egim, sehim degerleri ¢ekilirse: S ‘
0 = v = x? — L?
6F IL 6E IL ( )
b-)  Ekstrem (maximum veya minimum) degerler icin fonksiyonlarin tiirevi sifira esitlenir:
dH M, M,L A noktasindaki tegete orijinal (sekil
Minimum egim : bx=0->x=0 —04= 6El (3x0% — L?)= ——— = Opmin degistirmemis) kiris ekseni olan x ekseninden
dx 6EIL 6E1 saat ibreleri yontinde déniilerek erisildigi icin
8, negatif cikar ve 0,,;,, degeri olur:
ML 80x10°Nmmx2x103mm

= 04= Opin =

180
= —0.0508rd = 0= —0.0508 — = —2.9°
6EI ~ 6x70x103MPax7.5x106mm?*

dv M, L M, (L\[/L)\ M, L2
Minimum sehim: —=0=60=—3x2—-12)=0->x=1x, = — — o 12l =—-_20
dx 61 ) ©Ty3 T min T e TRl (\/§> [<\/§> ] / IV3EI
) 2 6 312
L= — _ MoL - — Mo L - — 80x10°x(2x10 ) =S Vmin = —39.1mm C deki ¢cékme -y yoniinde oldugundan
= Vmin= V¢ 3 6 min
9\/3EI 9V3EI 9v/3x70x103x7.5x10

negatiftir ve v,,;, degerine esittir.
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Elastik EGri-1/ Analitik Yontem ile E§im ve Sehim Hesaplamalari /Ornek Problemler

\_

A Y '
Ornek 3.1.3 Sekildeki konsol Kiris icin < L R 2$mm
a)  Egim ve sehim denklemlerini ¢ikartiniz. g" q
b)  Maksimum egim ve sehim degerlerini hesaplayimniz. ,Jlé :L :L :L :L :‘: G| 160mm

60mm

,, A B X < l

b=60 mm, L=2 m, h=200 mm, =200 kN/m, E=100 GPa 2 '
ke 20mm
«— 120mm —» T J

Cozum: a-) Oncei¢egilme momenti denklemini bulalim:

’ L 1 L > (L —x)
A | SMy = 0 - —M — q(L — x). =0
% M/)T q 2
o T
::; L Y @ M = (L _ x)z
4 A Y B x -T2 1
- X JL=x
Kiiciik sekil degistirmeler icin d v £2 £3 (L — x)3
3.2.a denklemi: 1. integral: EIE = EIO = — j ?q(—dt) = gq + ¢ - EI0 = Tq + ¢4 (1)
Eldzv - (L —x)?
Z >2' 1. EI jtg ( dt)+j d a +oox + El @ -0 +ox+c, (2)
. = —_— —_ = - — - = —
L — x = t olarak tamumlarsak ntegral: EIv 6 1 cLax 24 1T * T v 24 ITOXTC
— —dx = dt
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Elastik Egri-1/ Analitik Yéntem ile EGim ve Sehim Hesaplamalari /Ornek Problemler

Sinir sartlari: Ankastre ucta (A noktasinda) egim ve sehim sifir olur.

x=0 da: 6=0, v=20

L—0)3 L3

(1) denkleminden: EI/J = 0= (T)q + ¢ - = _q?
. L -0* _a
(2) denkleminden: El/z = 0= _Tq +¢.04+¢c, —C= -7

cive c, sabitlerini (1) ve (2) denklemlerinde yerine koyarsak:

(L-x)3 qL

. — _ 1= O = L —x)3 — Egim denklemi
L—x)* L3 LA
(2) : - Fly = — %q — q6 x + 6124 > V= ZZEI [(L —x)* — 4L3x + L*] (Sehim denklemi)

b-) Siddetce maksimum egim ve maksimum sehim B serbest ucunda ortaya ¢ikacaktir. (xg = L)

qL3 gL?

Op = 6EI —[L-L)’ - L] = T 6El Omin — |0g| = Omax = 6El

1 4 3 4 qL* qlL*

VB = SuE] Zap (L~ L) —4Ll” L+ L] = TgEgl _ Ymin = |vg| = Ymax = SE]
03.12.2023

Mukavemet Il Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor

B noktasindaki egim ve sehimin
isareti negatif oldugundan aslinda
minimum degerlerdir. Fakat siddetce
maksimum degerlere karsilik gelir.
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N y l
Soruda verilen degerler yerine koyulursa: (b=60 mm, L=2 m, h=200 mm, q=200 kN/m, E=100 GPa) 20mm

=1 = 2|92 o 0r202002] + 8180 _ 0002103 mme I
— 2= 12 xatx 12 x2vmm ¢ | 160mm

Z 60mm l

200x103N 20
=— = 200N mm

9 103mm /mm T

120mm —»
qL3 200 x(2x103mm)3 0.045x180 N .
Oz = 6 =—— = = 0.045rd = 0. = -0 = 2.58
= 1051 = Omax 6EI 6x100x103MPax59520x103mm* r max T max

o qL* 200x(2x10%)*
- = = =
vmax = 1Bl T 8E] T 8x100x103x59520x10°

- VUpax = 67.2mm
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Elastik Egri-2 / Egim ve Sehim Hesaplari / Moment Alani Metodu

Diisey yiuiklere
maruz bir Kiris l l ﬂ |
A ax B
M | o - Egilme momenti

R G

; diyagrami

(3.1 denklemi:)

1 M
y | r EI
Orijinal kirig

- ekseni

Moment Alan1 Metodu

Bu metod, belli bir noktanin ¢okme veya donmesini dogrudan bulmamizi saglar
ve daha cok tekil ytliklerde pratiktir.

A’: Kirisin A ve B gibi iki kesiti arasinda moment diyagraminin altinda kalan alan
G: A" alaninin agirlik merkezi

x¢ : A alaninin B den gegen diisey eksene gére agirlik merkezinin yatay koordinati:
Yandaki sekillere gore asagidaki islemleri yapabiliriz: 1 Iy

dx uzunlugundaki kKisim icin: ds = dx = rd6 — df = ;dx = de

Diferensiyel mesafedeki K ve N noktalari igin: B den gegen diisey ¢izginin, K-N tegetleri
arasindaki kisminin uzunlugu dv'; aci ise dO iken, A-B tegetleri arasindaki mesafe

Vg /4 Ve tegetleri arast agt 0,4 olup integrasyonla asagidaki gibi hesaplanabilirler:

B 1 XB o
a6 =— |  (Mdx)
—[A El %4

g A
dA = Mdx - , do = ﬁ\ dAI}
A XA

~ e

~-~_-

4
4

HB/A = 0p — (3.4a)

Kirisin A ve B kesitlerinin tegetleri arasindaki agi
B
x'—dx =—

(veya egimler arasindaki fark):
B
x'dl = j
A El ET ),

B
)
~~__ B’den gegen diisey eksene gire A’

B / - -

fA x dA ’ ’/r /

—5 Jx dA = x;.A") alaninin statik momenti (Q)
(7 dA S

B 1 B
dv' = x'df »Vpja = f dv' = x'Mdx=— 1| x'dA
A ElJ,

Xo =

B den gecen diisey cizginin, A ve B tegetleri / xg. A’ _ 0,

14.06.2023

(3.4b)

EI

arasinda kalan kisminin uzunlugu:

T

Mukavemet Il Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor
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Elastik Egri-2 / EGim ve Sehim Hesaplari / Moment Alani Metodu

(ﬁrnek 3.2.1 Sekildeki konsol Kiris i¢in B serbest ucunun y 4

a-) déonme acis1 degerini,

A

o~
A
o

b-) ¢6kme degerlerini X
\_ Moment Alan1 Metoduna gore bulunuz. A B )
e o Ya y
Cozum < L 1 4 ! 1P
04 =vp=0 Bl tegetA
= f— —» X
A /
A v =7V
B/A B
v X / teg,
< SGet.g
a-) A ve B noktalarindan cizilen tegetler arasindaki @y, agisi, bu iki nokta arasinda
A kalan A" egilme momenti alaninin (EI) egilme rijitligine béliinmesiyle bulunur.
ZMkzo_)M:_p(L_x) I # PLZ
4 (3.4a) denkleminden: HB/A =0p—O4=0g=—=—">"S— —0p=—5—
M T Egilme momenti diyagrami El El 2E1
b-)  Ave B noktalarindan cizilen tegetler arasinda kalan B’den gegen vg /4 mesafesi, bu
! iki nokta arasinda kalan A’ egilme momenti alaninin, B'ye gore Q statik momentinin
x4 =0 ! (El) egilme rijitligine boliinmesiyle bulunur.
M\ P.L i . ' Q =x;-A 2L ( P-L.L e PL3
A= . (3.4b) denkleminden: Vg;4 = Vp = E1- Bl 35I\T 3 B 3E]
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Elastik Egri-3 / EGim ve Sehim Hesaplari / Eslenik Cubuk Metodu

Eslenik Cubuk Metodu
Bu metod, moment alan1 metodu gibi daha ¢ok tekil ytiklerde pratiktir ve belli bir noktanin ¢okme veya donmesini dogrudan

bulmamizi saglar. Bu metoda gore, esas yani gercek sistemin egilme momenti diyagrami eslenik sisteme ytik olarak verilir.

Bu yuk altindaki eslenik sistemde:

i) Herhangi bir noktadaki V kesme i¢ kuvvetinin egilme rijitligine (EI) orani, bu noktadaki egim a¢isina:(6 = %) (3.5a)
ii)  Herhangi bir noktadaki M egilme i¢ momentinin egilme rijitligine (EI) orani, bu noktadaki sehim degerine: (v = %) (3.5b)
eSIttir. Bazi Esas Sistemler ve Eslenikleri
Esas (gergek) Sistem = Eslenik Sistem
1) =
2) N

AN 3 BN NG 3l M ISR Ta ] AR R

3)
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Elastik Egri-3 / EGim ve Sehim Hesaplari / Eslenik Cubuk Metodu

Kf)rnek 3.3.1

Sekildeki konsol kiris i¢in B serbest ucunun Yy 1P
< L
a-) donme acisi degerini,
b-) ¢c6kme degerlerini x
\ Eslenik Cubuk Metoduna gore bulunuz. A B j
Yy Cozum Eslenik Sistem ve yiiklemesi:
P
L 1 ic Moment:
Esas Si \ *esas sistemin egilme
sas oistem L Mg *‘\ momenti diyagrami
A || eslenik sisteme yiik
— G Bl olarak verilir.
q = PL 2 vV
/ 3L 7

(q= -PL alinsaydi yonti

Kesme i¢ kuvveti

2
yukari dogru olacaktl) f — at — PL (vayili ytikiin bileskesi)
2 2 2
v F PL
= —_ _ - e —_ - = ————
Statik XK, =0->—-F—-Vp=0 B 2
Dengeden: 2 PL? PL3
X 3 3 3
A B 2
x, =0 > Vg 0. = — PL
(3.5a) denkleminden esas sistemdeki B’deki egim: Op = El - VB~ 2E]
K Esas sistemin egilme pI3
M, =—P.L momenti diyagrami (3.5b) denkleminden esas sistemdeki B’deki sehim(¢6kme): vg = E_? - Vp = — ﬁ
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Elastik Egri-3 / EGim ve Sehim Hesaplari / Eslenik Cubuk Metodu

Geometrik bir bilgi: 1

. 4 . ]
/ y Ornek 3.3.2 y \9[0 mm Diizgiin yayih yiike maruz =~
q = 40kN/m _ 20 mm konsol kirisin B noktasindaki
egim ve sehim degerlerini
G (120 mm
VG eslenik cubuk metodu ile
' ’ hesaplayimiz. E=200 GPa
\ 50 mm
Cozum: Hata yapmamak icin tim birimleri N ve mm ‘ye doniistiirmeliyiz. g = 20N = f:z
&) L , e . .
T F ='[q(L _ x):bileske Eslenik Sistem ve yiiklemesi: Mg

Esas sistemin egilme
momenti diyagrami

1
= —=40(3000mm)*>

1
MDZ_ECI(L_O)Z >
—180(10)® Nmm

03.12.2023

D

h = —180(10)°

Ustteki geometrik bilgiden: n = 2
241, _3L_(3)B)
242 4 4

X =

A = —(-180)(10)°(3)(10)*= —180(10)°N = F
SF,=0—F—Rz=0 - Rg=F =—-180(10)°N
Mg =0 - —F% + Mg = 180(10)°(2250)] + Mz = 0

- M= —405(10)2Nmm

Mukavemet Il Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor

F: bileske = egri altindaki alan

= 2.25m = 2250mm

Rp

_ 90x20x130 + 50x120x60

Ve = = 76.15mm
90x20 + 50x120
90x203
I, = 5t 90x20x(130 — 76.15)% +
50.1203
=t 50x120x76.152

I, = 47.27x10°mm*

_ R —180(10)°
~ EI  200(10)347.27(10)

Op

6z = —0.019rd = —1.09°

My —405(10)12
EI ~ 200(10)3(47.27)(10)¢

vB=

vg = —42.84mm
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Elastik Egri-4 / EGim ve Sehim Hesaplari / Siiperpoziyon Metodu ve Hiperstatik Sistemler

Bu boliimde; inceledigimiz problemi, asagidaki farkl referans sistemlerin birisine veya birka¢inin birlesimine benzeterek ¢éztimler
Uretecegiz. Her bir referans sisteminin egim (0) ve ¢cokme (v) genel denklemleri yanlarinda verilmistir. Bu denklemlerin daha 6nceki
yontemlerle elde edildigini kabul ediyoruz. Konuyu Ornekler iizerinden anlatacagiz.

REFERANS SISTEMLER

y4 AB Kkismi BC kismi

Pb P
= x3 — (L2 — b¥)x , —
[ ( )x] 7 B

S1
——[3ax?L — ax3® — Lx(2L? + a?) + La?]

— (L% - b?)] » 0, =—[6axL — 3ax?* — L(2L* + a?)]

6EI

3
)] , Uy = 2EI[——(L+a)x +(L2+£3a>x—L <L-§a>

2\ 2 4L.a
i S0, =—|x2=2(L 12+ —
L) 2 2E1x (L+a)x+ +3]
S3 yA
= 6al — 3a% — 212 —
a Mo b c X . 6L51[a * *l
A
B M
0, = — 6al — 3a% — 2L% — 3x = ——2 [3aq%—12
. . 1= ~gpgr 100k — 3a T, 0= g Bt -1
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Elastik Egri-4 / EGim ve Sehim Hesaplari / Siiperpoziyon Metodu ve Hiperstatik Sistemler

YA
S4 « e D "
— 4 2.2 4
v_36OL(EI)[7L 10Lx= + 3x%)]
4 B g = [7L* — 30L%x? + 15x%]
E&] [ b X 6EIL
) 2 0,00652qL*
Umax =
Vp = — CIL (8L3 — 4pL? + b3) N
5 384EI
S6 v, p Pa3 S7 vy qa’
«— a <—b—> UB__ﬁ /q UB__@
X
X gy = L0 [ P N g
7 B > B—  9E] A C B = _m = Uc
< a > < b —
S8 £ P o Px X
BT
L y Px? ; x)
 » v=—o7 UL=3),
1 C 2E1 3
03.12.2023 77
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Elastik Egri-4 / EGim ve Sehim Hesaplari / Siiperpoziyon Metodu ve Hiperstatik Sistemler

/ Ornek 3.4.1 \ Cozum: Siiperpozisyon ilkesine gore P ve q sirayla uygulanir ve sehimler toplanabilir.
yA\ L ‘|
I wp P e 14
= r— + 4 BL X
"""""""""" B L A .
A B " : pie iexor - I BNE b T
N i UstteKki tekil yuklemeyl alttaki S1 referans Ustteki yay1h yuklemey1 S4 referans
sistemine benzetebiliriz. Buna g('jre : sistemine benzetebiliriz. Buna g(')re;
a:b:L/Z, X:XBzL/Z a=c=0 , b=1L
: o B, 1nci bolgenin noktasi olarak distintlur ve L 5gl%
kildeki Sistemde B nokt ___1 q
vekildeki Sistemde B noktasinin v, genel denkleminden ¢okmesi bulunur. vl = — 384F] (8L° —4.L.I* +1%) = — 384E]
¢okmesini bulunuz (vg)=? 3 2 3
p__PL/Z L 12 L*\L|  PL sq Y
"B" T 6EIL |\2 4 )2|” T a8El g, e T
LT b

_ Pb
" 6EIL

v, [x3 — (L? — b?)x]

A
ﬁ_t e b8
< 2 L

E, iv'a* E.ii

qL

384E1

vg = ————(8L3 — 4bL? + b3)

Ustte elde edil 1 ine k o vn = 0P+ 1, PL?  5qL*
STCe elde edllen sonuclari verine Kovarsak: — - = — —_
e 12200 s Y BB T B T VBT TUREl T 384E]

Mukavemet Il Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor
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Elastik EGri-4 / EGim ve Sehim Hesaplari / Stiperpoziyon Metodu ve Hiperstatik Sistemler

Coziim: B mesneti yerine reaksiyon kuvveti Ry koyulur. Bu hiperstatik bir sistemdir. Ry ve q sirayla
/ Ornek 3.4.2 \

uygulanir. Bir 6nceki ornekteki gibi S1 ve S4 referans sistemlerinin birlesimi ile elde edilebilir.

y Ry kuvveti S1 referansindaki P'nin zit yontinde oldugu i¢in denklemin basina eksi isareti koyulur.
YA
y 4 L |
>
T :
— TR R
A T A Byvs . xt 4
P 3 ‘ L/2 I o L2 ¢
eI B PRI 2

}4_ L)2

Sekildeki Sistemde B mesnetindeki

a=L/2 ,b=LJ/2 ,x=1LJ2

: g 3 4
tepki kuvvetini bulunuz.(Rg)=? pRe = —RgL/2|(L\" 12 _ L*\L _ Rel? vl = qL (813 — 4.L.I2 +13) — — S5qL
6EIL (\2 4 )2|  48EI 384L1 384E]
T y: ¢
B mesnetinden dolay1 B deki ¢cokme sifirdir.
S1 g s4
szva‘l'UBq:O ¢ 0—p < b e
Ustte elde edilen sonuglar yerine koyarsak: T
B Rgl® 5qlL* B L_J x
VB T 48El  384El _ e b B %
5 L W 2
- RB = L < L
8 Pb . 5 2 2 L
A ve C mesnet kuvvetleri statik V1= CEIL [x* = (L% = b*)x] Vg = 1% (812 — 4bI2 + b?)
denklemlerden ayrica hesaplanabilir. 384E]
03.12.2023
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Elastik Egri-4 / EGim ve Sehim Hesaplari / Siiperpoziyon Metodu ve Hiperstatik Sistemler

Ornek 3.4.3 \ Coziim:

C noktasinda ortaya ¢ikan reaksiyon | |C mesneti yerine reaksiyon kuvveti R koyulur. Yayili yiik ve R, reaksiyon kuvveti sirayla uygulanr.
kuvvetini bulunuz(R, )=?
— N |
i g P 4 pie .
o ~ —_— ] &) Vv~ C
2o B = [ B ¢ o2 c|©
Lot | C il S TR ' + i 1
oA L = A \ VB ip A L R
K’ m — teget-B =] C
s7 tY Ustteki yiiklemeyi S7 referans sistemini Ustteki yiiklemeyi S6 referans sistemine
4 benzetebiliriz. Buna gore referans sistemdeki benzetebiliriz.  Buna gore stteki
x || degiskenleri karsiliklar: 4 sistemdeki C  noktast1  referans
L= qa : : :
C b=L-a, a=a, q=q, VBl= ~ 3] sistemdeki B noktasina karsilik gelir.
4 a b ¢ ' Diger degiskenlerin karsiliklar::
< > > B-C arasinda ytuikleme olmadigindan BC kism1 B
B qga* 5 qa’ . den gegen tegetle cakisir ve dogrusal kalir. Kiigiilkl b=0, a=L, Rg=-P, B=C
Vp = " 8EI B ™ " gE] ~ "€|| deformasyon oldugundan tg 6y = 6 alinabilir. o 13
S6 V4 | P h=0g(L—a) \ ; voRe = c (Veya S8 ref. .Sis.teminden
qa qa’(L — a) 3EI de bulunabilirdi.)
D a < b . 'UCq = qu +h =-— -
8EI 6E1
[A 5 Ex Mesnetten dolay1 C’deki toplam ¢okme sifirdir: v¢? + vefe =0
P& Pa? Ustte bulunan degeler B qga* B qga®(L — a) N R:L3 0 LR — qa® <(L —a) N Ea)
VB = T3E] 0 = — E] yerine koyulursa: SEI 6EI 3E] C =3 2 3
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Elastik Egri-4 / EGim ve Sehim Hesaplari / Siiperpoziyon Metodu ve Hiperstatik Sistemler

Coziim:
/ Ornek 3.4.4 \ s7 58
P ~ P
- |_/24.f.f L/2 — a=Li2 b=L/2 e a=Li2 TL b=L/2 — x =xp=L/2
e B o s B 5 L Y
o c| = ¥ + il |+ c
A % k 1A 1A ¢ @A B
PEHE 3 N IN\2
Sekildeki Sistemde yayda . —F 2) E, L q (7) qL* P P (j) . l) _ 5PL3
olusan kuvveti hesaplayiniz. vg YV = — 3E] 24E] vl =— SEl = T128E] Vg = 2F] [ 3 | 48E]
S6 4 A S8 V4
y Z o J:p b : S7 y ] ) P
X
[ 1 X [A IC> [ ! . o
A B ¢ < a > b —> A ¢
Pa3 Pa? ga* qa® _ Px? Px X
=  —— ! — _— = —— H :——:9 vV = (L_—) 02—— L——,
"B T T3EI 5= T 2E "B = T BEI B=TeEl ° 2E1 ;L3
q
vp =vp'Y +vp +vp" RL _ ql* 5P _ . 24k (gL 5P
— —_ —_ = - =
—vg.k=F 24E1 128El1 48EI Y Y 24EI + L3k 128 48
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ince Cidarh, Simetrik Kesitli Kirislerin

Kesmeli Basit Egilmesinde

Kayma Merkezi

Mukavemet Il -Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor

82



Kesmeli Egilmede Kayma Merkezi

4.1 Hatirlatma ve uyari: Bu konuyu anlayabilmek icin Mukavemet 1 ders notlarinda 5c bolimiunde anlatilmis olan «kesmeli
egilmede kayma gerilmesi ve kayma akisi (q) dagilimlari» konularinin iyice kavranmis olmasi gerekir. Bu boliimdeki amacimiz ise

kesmeli basit egilmeye maruz, ince cidarh simetrik kesitli kirislerde kayma merkezinin yerini tespit edebilmektir.

4.2 Kayma Merkezi Kavrami: A ucundan bir duvara betonlanmis (ankastre) bir kirise, B serbest kesitinin agirlik merkezinden
gececek sekilde yukar1 dogru P tekil kuvveti uygulayalim. Herhangi bir C kesitindeki kesme i¢ kuvveti ve q akis1 dagiliminin alttaki

gibi olacagin1t Mukavemet-1 5c¢ konusunda 6grenmistik.

q: kayma akisi. (Birim

/
/
/
o /
/
/
~
/
/
I~
;
/
[~
/
/
/

uzunluktaki i¢ kesme

kuvveti N/mm)

devami...>>
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Kesmeli Egilmede Kayma Merkezi

\ \rf % a

q: kayma akisu:

Q: ilgili kismin statik momenti
(Q degeri Muk.1-5c konusunda
actklanmigti. ilerideki sayisal
orneklerde daha net anlasilacaktir.)

9=9=0 ; 94> 4;

44 =95 , 4; =4 (simetriden)

4., =qmax (@gIrhik merkezinde)
Kayma akis1 yonii: a dan dolan

suyun k ya dogru akmasi gibidir.

03.12.2023

D = F4"—A—
Y
= Z<—e) ° X
S Q’G h
VvV v,
F
C

F i¢ kuvvetleri : yatay q degerlerinin toplamidir.
Simetriden dolay1 alt ve Ust kisimda esit fakat zit
yonli olur.

V i¢c kuvveti: diisey q larin toplamidir.
XF,=0->V =P; XE,=F—F =0 yazlabilir
Fakat dikkat edilirse V ve F i¢ kuvvetlerinin G'ye
gore momentleri burulma momentidir ve
toplamlar sifir degildir. £M;,, =V.b + 2Fh..# 0
Cunkti V ve F lerin dondirme yonleri aynidir. Bu
sebeple Kkiriste, egilmenin yani sira burulma
olusur; yani Kiris x eksenin etrafinda bir miktar

donerek sekil degistirir.

Mukavemet Il -Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor
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D

Miac

_ Z‘_CSD MG Ah

= V._-’F
C

P dis kuvveti B Kkesitindeki D noktasina
kaydirilirsa, P nin G’ye gore bir burulma momenti
olusur ve dondirme yont, V ve F kuvvetlerinin
momentlerine gore zit yondedir.

D’ nin C Kkesitindeki izdisimiu S noktasidir. S
noktas1 oyle bir yerdedir ki, G'ye gore tum
kuvvetlerin toplam momenti sifirdir.

IM; =V.b+2Fh—P.e=0

(bu denklemden e hesaplanabilir)

Bu durumda kiriste sadece egilme olusur, burulma

ve dolayisiyla carpilma, biikiilme olusmaz. iste bu

S noktasi Kesitin kayma merkezidir.
84



Kesmeli Egilmede Kayma Merkezi

4.3 Kayma Merkezinin 6nemi icin bir érnek:

03.12.2023

P
P yukii G'den uygulandigi icin

Hem egilme hem burulma olusmus.

P

P ytiikii S kayma merkezinden uygulandigi icin

Sadece egilme olusmus; burulma s6zkonusu degil.
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Kesmeli Egilmede Kayma Merkezi

4.4 V dogrultusuna gore simetrik kesitlerde kayma merkezi: Bu tip kesitlerde, kayma merkezi (S) ile agirlik merkezi (G)
noktalarinin her ikisi de, V dogrultusundaki simetri ekseni (y veya z ekseni) uizerinde olmakla birlikte; ayn1 veya farkli konumlarda
olabilir. V dogrultusu y veya z eksenlerinden birisiyle ¢cakisiktir. Alttaki 6rneklerde gortulecegi tizere P dis kuvvetinin dogrultusu S'den

gectigi icin statik denge denklemleri saglanir ve G’'ye gore moment (burulma momenti) de sifir olacagindan kiriste x etrafinda donme
sekil degistirmesi (¢arpilma, biikiilme) olmaz. ) ,
Bu oérnekte P ve V nin yatay

; Y olduguna ve yine %4
p. VY dogrultusuna  gore  kesitin
1 5 simetrik olduguna dikkat ediniz.
1
5 F y — V/2
> | < >F | [ +—— oS T ——
i I g
! ;' F .1'. ““““““
z: ' I/ 1 [ Y
! . GS ; '\\J.'
’ < —C- S —
< ,_l Z P :t\
z S [ G l i G,S
3\ | P e
F F T
= > ' — \/2
SF, = 2F — 2F = 0 SE,=F—F=0 Ly =0-P=V
YF,=0->P=V I, =0->P=V 2y =F—-F=
Mg =0 Mg, =0 EMg, =0

Kayma akilarinin kesitlerdeki akis yonlerinin neden bu sekillerde oldugunu anlamak icin Mukavemet 1 — 5¢ konusunun incelenmesi gerekir.
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Kesmeli Egilmede Kayma Merkezi
Ornek 4.1
Sekildeki ince cidarh konsol kirisin kesit boyutlar1 b=100 mm, h=150 mm ve
t=3 mm'dir. Kirisin serbest ucuna baglanmis levhaya P=20 kN’luk diisey bir kuvvet uygulanacaktir.
Buna gore;
a-) Herhangi bir kesitteki kayma akisi dagilimini belirleyiniz.
b-) P kuvveti hangi e mesafesinden uygulanmalidir ki, kiriste kendi ekseni (x) etrafinda herhangi bir donme (burulma)olmasin?

c-) Kayma gerilmelerinin dagilimini ¢izerek maksimum kayma gerilmesinin yerini ve siddetini bulunuz.
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Kesmeli Egilmede Kayma Merkezi

Gozum: b=100mm
Hesaplarimizda kullanmak tizere, 6ncelikle B ) ] A b
agirhik merkezinden gecen z yatay eksenine | — - |
gore atalet momentini hesaplamaliyiz: ange h
Y -1 web y d=—
| | :
— N
I; = I;—wep + le—flange d 7 < e h=150mm ~ Z< T
8 h
\ 2 - L —_
I, th3 +2|=be3 4 be (2 L =3mm o t | 972
12 2 j l - ﬂa?ge l |
D L
T E s |

(t kalinligindan kaynakl kiictik farklar ihmal edilmistir.) b
Iz—flange = ——+ Ad?

I, =|-—=3x1503| + 2
[3 50]+ T

1 1
— 100 x 33 + (100 x 3) (5150) ] —— [, =422 %105 mm*

03.12.2023 Mukavemet Il -Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor 88



Kesmeli Egilmede Kayma Merkezi

b=100mm
. Z
B < A
q
! A=tz h
qw yl__
T.E. ‘|> Ty | 2
v/ G h
t=3mm
| L= a
T e— |
D E
dZ’ Z’
—> e
B A
g Fr
V
T.E.
F;
D — IE

03.12.2023

a-) Herhangi bir kesitte:
Kesme kuvveti Statik dengeden V = P=20kN

4 AB ve DE flanslari icin:

_VQr

qr = (A dan itibaren yatay z' uzaklhigindaki bir nokta i¢in kayma akisi)
Z

150mm A1 tarali alaninin h 150 /
=v,A4A =—tz =—37 = 225
statik momenti : Qf Y141 2 tz 2 32 = Qf ‘
20x103
v — 7 4225, — r (N/mm)
U = gazxi0s¥oe% 7 ar= 1006z

AB ve DE flanslarindaki toplam i¢ kesme kuvvetleri:

b 100

1.066 ,, 100 1.066
Fy :JCIde’ =j 1.066z'dz’ — Fy = z?|  =-——100> - F;=5330 N

2 0 2
0 5 0

qr : Kayma aKist: Birim uzunluga disen i¢ kesme kuvveti

(qr dz'): dz' dif. uzunluguna diigen i¢ kesme kuvveti
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Kesmeli Egilmede Kayma Merkezi

BD govdesi icin

Vo
b=100mm T y mesafesindeki kayma akisi: qw = 7 s
< Z
B oF A A" Q4 Qw = @, + Q1 (toplam taral alanin statik momenti):
— I t T \/Vi \A’ l |t f ! xn /i ! h
y =y [ - b Qu=y'A'+y"a" . A'=bt » A"=t(--y
h —¢7£:_,
q ) r=§ Q. t "no_ _|_(y’__y)— _|_1 ﬁ_ N n_l E_I_
Z< 1 W l z vlv y |y =Y 2 =Y 2\2 Yy = 2\ 2 y
T.E. | © h=150mm z G

_t=3mm b T N N (L) L AN
"‘ ok Qw = 2\277Y )2 —\2 2|\2) 77
D — 1 | |
Q,, = 22500 + 1.5(75% — y?)
B p— A VQ, 20x103
— — 22 1.5(75% — y2)] =—> q,, = 106.6 + 0.0071(75% — y?
3 aw =" 1775706 122500 + 1.5(75% - y?)] Qw ( y°)
dy | BD govdesindeki i¢ kesme kuvveti (F, ):
. " Ow y (Hesaplarimiz dogru ise Statik denge sebebiyle E, , P’ye esit ¢ikmalidir.)
2 75
B =1/= . 71 75
F,=V=pP E, = j qwdy = f [106.6 + 0.0071(75% — y*)]dy — F, = (146.53 y — 0 O;) y?)
s s ~75
D — |E 2

03.12.2023

- F, =20000N =V =20kN =P
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Kesmeli Egilmede Kayma Merkezi

b-)

Kiriste kendi ekseni (x) etrafinda herhangi bir donme olmamasi net burulma momentinin sifir

olmasiyla, bu ise P dis kuvvetinin kayma merkezinden uygulanmasiyla mimkiindiir. O halde bu sikta

bize S kayma merkezinin mesafesi ( e ) sorulmaktadir.

b=100mm

»
»

B
P=2kN
Z ‘ S
t
D

150

F n 5330
— = - =
e fV

20000

03.12.2023

- e =39.975 mm
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Kesmeli Egilmede Kayma Merkezi

c-) Kayma gerilmesi 7 (N/mm?), birim alana diisen i¢c kuvvet oldugundan, T gerilmesi birim uzunluga diisen ic
kuvvet yani g (N/mm) kayma akisinin kalinliga boliinmesine esit olur. Flanslarda yatay kayma gerilmeleri 7,,,
govdedeki kayma gerilmeleri ise 7,,, dir.

Kesit Gerilme
Ust ve alt flanslardaki kayma gerilmesi dagilimi T = Tz normali  dogrultusu
b=100mm
Tp = 4 = 1.066z = (0.3557’ (a sikkinda hesaplanmisti) Gerilme sid
t 3 detj 5
TBM
zZ=0 - 14=1=0 . Tp . A
Q’? | < - - 'y
z =100mm - 15 =1p = 0.355%100 = 35.5 MPa §/£ H— N 7
éz, / Gerilme yontu
Govdedeki kayma gerilmesi dagilim 7, = 7, &S L | y T
qw 106.6 + 0.0071(75% — y?) ¥ < 1 — G h=150mm
Ty = " = 3 Tmax 1/,TW = Tyx
- 1,,= 35.5 + 0.00237(75% — y?) \ | ESmm |t 7 =T
“— —_ — — | *

y=75mm - 15 =355 MPa 7p D 7 E

y=-7Smm — 15 =355 MPa TDW

y=0 - T =Tne =48.83 MPa

Dis kisimdaki (kirmizi) oklar gerilmelerin siddetini ve dagilimini gostermek
icindir. Gerilmelerin gergek yonti kesit tizerindeki (mavi) oklarin yontidiir.
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Enerji Metodlari / Sekil Degistirme Isi ve Enerjisi

5.1.1) Sekil Degistirme Isi (U,)
Dis ytiklerin etkisinde ve statik dengede olan bir cisim 6telenmez ancak sekil degistirir. Bu durumda etki eden

dis yukler (kuvvetler, momentler) sekil degistirme isi yapar.

5.1.1.a) Bir sabit kuvvetin sekil degistirme isi :Kuvvet ile
kuvvetin uygulama noktasinin, kuvvet dogrultusundaki

sekil degistirme miktar1 (F-AL) grafigi altindaki alandir.

F,, sabit kuvvetinin yaptig1 sekil degistirme isi: ~ Ua-r, = A1 = 5 Fy.ALp,

5.1.1.b) Birden fazla kuvvet olursa sekil degistirme isi nasil hesaplanir?

k uygulama noktasinin, Fj, kuvvetinin dogrultusundaki m: k noktasinin tiim kuvvetlerin etkisiyle

geldigi son konum.

sekil degistirme miktari (AL, ) diger kuvvetlerin etkisi k”: m noktasinin F, dogrultusundaki izdiistimii

ile ALg diser—k kadar ilaveten degisecektir. Bu durumda o

Ud—Fk =

F}, kuvvetin sekil degistirme isini ve cisime uygulanan Ua—topiam =7

toplam seKkil degistirme igini nasil hesaplariz? ~ Bu sorularin cevaplarini 2 érnek iizerinden anlamaya calisacagiz..>>
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Enerji Metodlari / Sekil Degistirme Isi ve Enerjisi
Ornek-1: Ayni dogrultuda 2 kuvvet mevcut iken sekil degistirme isi:

Elastik bir kiris tizerine 6nce Ayse gelip ¢, noktasina oturuyor. ——— Daha sonra Ayse otururken Berrin gelip c, noktasina oturuyor.
Ayse oturmaya basladigi andan itibaren c, noktasindaki

kuvvet ve cokme lineer olarak artar ve oturmanin son
konumunda kuvvet ve ¢6kme maksimum degerlerine
ulasir. Bu sebeple F-AL diyagrami asagidaki gibi olusur.
(Bu genel bir kuraldir. Bir esnek yere veya koltuga
otururken bu durumu siz de fark etmeye ¢alisin.)

Berrinin agirligi ile Ayse vy _ kadar daha ételeniyor. vg_ tizerinde W,

nin etkisi yoktur ve vg  ¢c6kmesi sirasinda W, degismez.Wy agirligt ile c,

noktast vg_, kadar daha ¢okecektir.
F

Wy agirliginin yaptigt is: ~ Ug_y,, = A3 = EWB' Vg,

Aysenin Uq_y,, isine katkisi: 0 dir. Berrinin Ug_y , isine katkisi:  Ua—katke = A2 = Wy. Vg,
e
(Ciinkti heniiz Berrin oturmamis.

c, de bu anda Wy kuvveti yok)

(Ciinkti Berrin oturdugunda, Ayse zaten
oturuyordu. C, de W, kuvveti mevcuttu.)

_ 1
Toplam Sekil Degistirme Isi : Ug =Ug-w, + Usg-wy + Us—ratin = EWA-vAcl + EWB-VBQ + Wy.vp,,

Once Berrin sonra Ayse otursaydi veya her ikisi ayni anda otursalardi toplam U, degismezdi. (Siiperpozisyon yontemi). Bu kural ileride kullanilacaktur.
03.12.2023
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Enerji Metodlari / Sekil Dedistirme Isi ve Enerjisi
Ornek -2 : Fakli1 yonlerde 2 den fazla kuvvet mevcut iken sekil degistirme isi:

Ap Ay diger F,

Jo 8

Sabit bir koseye yerlestirilmis bir cisim diistinelim. Bu cisme 6nce F yatay kuvveti uygulayalim.
F kuvveti sifirdan itibaren dogrusal olarak artarak, cisim tizerinde A, kadar sekil degistirmeye
sebep olur ve k uygulama noktasini k' konumuna getirir.

Daha sonra stperpozisyon yontemine gore F kuvveti cismin tzerinde iken sirasiyla F; ve F, gibi
diger kuvvetleri cisme uygulariz ve bu durumda k noktasi1 k* den m gibi bir noktaya gelecektir.
(Ancak Ornek-1 de izah edildigi gibi, bu ikinci sekil degistirmede F’in etkisi artik yoktur. )

k' : F dogrultusundaki m noktasinin izdiistimiidiir. m den kuvvet dogrultusuna dik inilerek bulunur.

A = kK’ :F kuvveti sebebiyle k nin F dogrultusunda sekil degistirme miktar1

Air Draiger * Ay giger = k'K"" :Diger kuvvetler sebebiyle k nin F dogrultusunda ilaveten sekil degistirme miktari
~ 1 v~ (F; ve F, nin katkisi)
S F kuvvetinin sekil degistirme isi: Ua-r = 2F Ayp + F.Ap dlger (5.1a)
Cismin tizerine / (F, nin katkist )
once F, kuvvetinin sekil degistirme isi: U —F.A,  TFL.A
sonra F, >_ 1 $ 8IS Sk d-F, — 2 1- k k diger _ E, (5.1b)
enson F, 1 v— (Fve F,nin katkisi)
uygulanirsa: F, kuvvetinin sekil degistirme isi: Ug_p, = EFZ' Ay, + 0 (5.1c)
+ 2 oo tane kuvvet olsaydi:
- Toplam $ekil Degistirme Isi: Uy = Ug_p + Ug_p, + Ug_p, + -+ Ug_p, (5.1d)

5.1.2 D1s Momentlerin Isi:

Om,: M momenti
sebebiyle olusan agi
Oaiger: Diger ylikler

sebebiyle olusan agi
03.12.2023

o,xg 01 SN 5.1a denklemine benzer sekilde once M,
(basit) egilme momenti daha sonra diger 1
yukleri uygularsak M, nin sekil degistirme isi: Ug—my = EMk Ok + My Oaiger  (5.22)

Dairesel Kesitler I¢in Dig Burulma Momentinin Isi: Ugz_r, = ETk D + Tk Daiger (5.2b)
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Enerji Metodlari/ Sekil Degistirme Isi ve Enerjisi
5.1.3 Sekil Degistirme Enerjisi (U,) Hesabu:
Piif Noktasi 5a: Toplam Sekil Degistirme Isi (U,), Cisimde Sekil degistirme enerjisi (U,) olarak depolani. — U,z = U; (5:3)

Bir elastik topu sikarsak, stkma
kuvvetlerinin toplam sekil
degistirme isi (U,), topta sekil
degistirme enerjisi (U;) olarak
depolanir ve stkma pozisyonunda
kaldik¢ca bu enerji topun lizerinde
kalmaya devam eder.

Sekil Degistirme Enerjisi (U;) asagidaki 2 yontemle hesaplanabilir:
1- Birim hacimdeki Sekil degistirme enerjisi yogunlugu(a; ) kullanilarak veya
2- I¢ kuvvet ve ic momentlerden hesaplanabilir.

Simdi bu 2 yontemi tek tek inceleyecegiz:

5.1.3.a- Sekil Degistirme Enerjisi yogunlugu (a;) ile Toplam $ekil degistirme enerjisi (U;) nin hesabi
Birim hacimde depolanan (absorbe edilen) sekil degistirme enerjisine Sekil Degistirme Enerjisi Yogunlugu denir ve a; ile gosterilir.

o, = N, Kenarlar1 1 birim (1 birim hacimde) ve arka ylizeyinden ankastre olan kiip eleman diisiiniiyoruz.
Bu elemanda sadece g, normal gerilmesi oldugunu kabul edelim.

a; : 0,- &, egrisi altinda kalan tarali ticgen alandir:

Oyx. A&, )
> Rl P
gx’= ALx a; = f dai = fO-X'dgx = jESdex - 4= Zng (5.4a)
* veya 1
Tek eksenli yiiklemede Hooke bagintisindan: 0y = Eé&y - a;= 2 Ox&x (5.4b)
veya N, sabit kuvvetinin sekil degistirme isinden de a; asagidaki gibi bulunabilir
e .. (5.1a denkleminden)
x yonundeki i¢ normal kuvvet: N, =0,. A =0,.(1)(1)> N,= 0, 1 1 1
S _ — 2
o o . AL, AL, Ud—Nx = ZNx-ANx = ENx-ALx = EUx-Ex = EEE" =U;, =aq
x yonundeki birim uzama (gerinme): &, = — = —— - &, = AL,
Ly 1 N, den baska dis kuvvet olmadigi i¢in 5.1a denklemindeki A 4;5.,=0 olur.
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(5.5a)

Enerji Metodlari/ Sekil Degistirme Isi ve Enerjisi
. | 1
Birim kiibik elemanda sadeced,olsaydi: — q;= 2 Ee, veya 4 0yEy
Benzer hesaplamalarla 2
o . 1 (5.6a) 1
Birim kiibik elemanda sadeceo,olsayd1: — q;= 2 Ee,? veya @i =502, (5.6b)
Birim kiibik elemanda sadece t,, kayma gerilmesi oldugunu distntrsek;
z‘ _ Txy
: ¥ S =Ty Sekil degistirme Enerjisi yogunlugu (;) egri altindaki aland
1./ A gistirme Enerjisi yogunlugu (a;) egri altindaki alandir.
e---5 T R R :
/" /l—yx y //\/\ S 2 T \/ ai
/7 / X !
1 e N Y, Ty 1\3,63] i a % da, = Txy-AVxy a; = jdai = foy-dey = j GYxy- AVxy
Txy = Tyx /’/////7)( —= 7
1 d id
X 7ixy 1 ) (5.7a) 1 (5.7b)
Hooke bagintisi: Txy = GVxy = a;= EG (Vxy) veya a; = > Ty Yy
Veya sabit S, kesme kuvvetinin sekil degistirme i§indep ayn1 sonug elde edilebilir. —V =1
| (5.1a denkleminden) |
Kesme kuvveti: ~ Syy = Txy. (1x1) = Ty, 1 _
Ud_Sxy = ESxY'ASxy = szy)/xy = Ui = j ai'dV = a; av = a;
Sekil degistirme uzamasi: Asxy= Yay- 1 = Vxy o _ _
S,y den baska dis kuvvet olmadigi icin 5.1a denklemindeki A, ;5.,=0 olur.
, (5:80) 1 (5.8b)
Birim kiibik elemanda sadece 7,,, olsayd1: = &i=75 G (Yyz) veya & =3 TyzVyz
Benzer hesaplamalarla (5.9a) 1 5 o)
Birim kiibik elemanda sadece 7,, olsaydi: — a;= > G (Vyz)? veya aq; = Eszsz '
98
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Enerji Metodlari / Sekil Degistirme Isi ve Enerjisi

Hatirlatma: Genel Hooke Bagintilari (elastik bolgede gerilme sekil degistirme bagintilari)

1 1 1
T F lox —v(oy +02)]. &, = E loy —v(ox +0,)] & = E o2 —v(ox +0y) Ty = Gray, Tyz = GVyz) Tz = GV (5.10)

Gy 5.1.4 Genel Yiikleme Durumunda sekil degistirme enerjisi yogunlugu (a;) icin alternatif denklemler:
) v Birim hacimde tiim gerilme bilesenleri (oy, gy, 05, Txy, Txz Ty, ) Varken toplam a; degeri: her birisinin
Rt ayr1 ayr1 olmasi durumlarindaki a; degerlerinin toplamina esittir(stiperpoziyon ilkesi)
Gx‘ ﬁ_r ’ Ox (5.4b,.5.9b) [Kartezyen gerilme ve sekil degistirme bilesenler cinsinden sekil degistirme enerjisi yogunlugu: h
Lz “XZ ' . e
Oz E denklemlerinden; = a;= = (0,8, + Oy€y + 08, + TyyVxy + TxzVuz T TozVrz) (5.11)
Vo, }* - 2
( Kartezyen gerilme bilesenleri cinsinden sekil degistirme enerjisi yogunlugu B
Genel Hooke bagintilarini 5.11 1 2 2 1 2 2 2 (5.12a)
ﬁ P = —=
denkleminde yerine koyarsak: 9 i 2E [Gx toyt o, Zv(axay T 0x0z T Gyaz)] + [Txy t Tz T Ty ]
( Kartezyen sekil degistirme bilesenleri cinsinden sekil degﬁ;tirme enerjisi yogunlugu b
Genel Hooke bagintilarindan gerilmeleri (5.12b)
cekip 5.12 denkleminde yerine koyarsak: = a;= G lexz + gyz + &,% + e (ex +& +&5) ] +— []/xyz + Vg ? + Yyz ]
g — J
512 denklemini 1-2-3 asal Asal Ci'erilmeler Cinsinden §ekil degistirme enerjisi yogunlugu h
eksenlerindeyazarsak.’ = a; = 1o} + Iol _|_ Iol — Zv 010> + 0,02 + 0-0: (5133)
(asal eksenlerde kayma gerilmeleri sifirdir) ' ZE [ 1 2 3 ( 172 173 2 3)] )
513 denklemini 1-2-3 asal Asal Sekil Degistirmeler Cinsinden sekil degistirme enerjisi yogunlugu
eksenlerinde yazarsak: _ 2 2 2 2 (5.13b)
= .=
(asal eksenlerde kayma sekil degistirmeleri sifirdir) i & lgl & & 1—2v (81 g ) ]
Soru: (5.4a-5.9a)"der}klemlerme stiperpozisyon yon.tefml . Toplam sekil degistirme enerjisi:  U; = | az. dV (5.14)
uygulanamaz ve tst liste toplanamaz. Bunun nedenini sizce nedir?

03.12.2023 Mukavemet Il — Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor 99



Enerji Metodlari/ Sekil Degistirme Isi ve Enerjisi
5.1.5 Kesit Tesirleri (I¢ kuvvet ve ic momentler) sebebiyle olusan toplam sekil degistirme enerjisi (U;) hesabi :

Simdi sekil degistirme enerjisini cismin i¢ginde olusan i¢ kuvvet ve ic moment cinslerinden (kesit tesirlerinden) elde edecegiz

5.1.5.a-) i¢ Normal Kuvvet (N) sebebiyle olusan Sekil degistirme Enerjisi: (Uy)

P ceki . _ 1 PL NL
¢eki kuvvetine maruz ¢ubukta 5.1 denklemi: Ug—p ==F. A+ F Ay giger Ap=§ == . A o =0
. . . ; - ’ k diger
kesitte N normal i¢ kuvveti olusur. AE AE
| . J \—Y—)
A i y e _
' Bu yiikleme tipiicin: Uy == N. 6 + N.0 ] , (baska kuvvet
] Y y prigin: &y =5 (Muk-1 D.3.3adenklemi) )% e
NL L uzunlugundaki NZL
- gunaaki _
"AE 7 tek cubuk icin: = Uy= IAE (5.15a)

. L pn2
Kademevll gubu{dardal.,. N Usz dx (5.15b)
uzunlugundaki parga igin: o 2E1,

veya sekil degistirme enerjisi yogunlundan

b A 1 1 o 0y’ N/A? N2
N=P :I IP — Ix _,P 5.4b denkleminden: a; = 5 Oxéx = Eax(—x) = 2’;? = ( Z/E) =S if
\ O-x ‘:
: O ; 2 2 2
I ! U =ja-.dV — N jdV:NAL _ N°L
o 4 Ox = N N l 2A%E 242 ~Un= 2 AE
V l A f Ayni sonucu bulduk.
N Toplam hacim: V = AL
R

10
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Enerji Metodlari / Sekil Degistirme Isi ve Enerjisi

5.1.5.b-) Basit Egilme i¢ Momenti (M,) sebebiyle olusan Sekil degistirme Enerjisi ( U,,)

Basit Egilmeye maruz bir kiristen ¢ikarilan ds uzunlugundaki diferansiyel par¢canin
yuzeylerinde ortaya ¢ikan M, ic momentleri d6 kadar bir konvekslige sebep olur.

M+ Bu ds parcasindaki diferansiyel sekil degistirme
isi  ve dolayisiyla dif. sekil degistirme
M, 5 enerjisi(dUy ) , egri altinda kalan alandir:
1
R dUny AUy =5 M,d6
g 0 Geometriden, kiiciik sekil degistirmeler icin:
M, 1 M,
(3.1) denklemi: == rdd =ds=dx — df=—-dx —db= ﬁdx
r EIZ r z
M, egilme ic momenti
1 M, M,> sebebiyle kiristeki sekil M,?
- dUy = EMZE_Ide = 2EL dx, Uy = deM = degistirme enerjisi: Uy = f 2EL dx (5.16)

Veya enerji yogunlugundan su sekilde buluruz:

2
Normal gerilme: M, : o1 _1 o oxs o
(Muk-1, D.5.2 denklemi) Ox = _Zy . 5.4b denkleminden : a; = Zaxex = Zax(E) =oF

o 2 1 L M 2 L M 2

UszaidV =j%d3/ =ZEf [IZ2 ijdA]dx —>UM=f ZEZI dx
0 z

0 z

(dV = dA.dx) I, Ayni sonucu elde ettik
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Enerji Metodlari / Sekil Degistirme Isi ve Enerjisi

5.1.5.c-) Kesmeli Basit Egilmedeki I¢ Kesme Kuvveti (V) sebebiyle olusan Sekil degistirme Enerjisi: U,

Kesmeli basit egilmeye maruz bir Kirisin dx
uzunlugundaki i¢ kesme kuvvetinden kaynakl sekil
degistirme isi ve dolayisiyla sekil degistirme enerjisini
bulmak istiyoruz. (Aslinda kesitte egilme momentleri ve
normal gerilmeler de vardir ancak sadece kesme kuvvetinin
etkisini inceledigimiz i¢cin bunlari sekilde géstermedik.)

P
y}\ J
M N x |
~ I
e dx < 6
R ; dv =T VA (
D -
i i )
Cdx e
|4 |4 T t 1 = 1. Simetrik kiris kesiti
= ) t T X
l [ )
dv
a — c ¢izgisi Uzerindeki tim V.
noktalardaki kayma gerilmesi: 7 = I

Q=A4A"yg

I,: tim Kesitin z eksenine gore atalet momenti

(A" alaninin statik momenti)

b: A" alaninin genigligi,  G’: A’ alanin agirlik merkezi

03.12.2023

1

T gerilmesinden kaynakl sekil > Txy Yy

degistirme enerjisi yogunlugu
(5.7b) denkleminden :

a; =

Txy =T = GVxy
1 (V.Q\°
G\ Lb
1 V.
UvzjanV_ZGj<
A.Q

2
Ib) dex _)UV_J fSZGAdx

SEEEA
[ :Kesit faktorii

Tablo — 5.1

V : kesme kuvvetinde kaynakli
sekil degistirme enerjisi yogunlugu:

aizayz

V : kesme kuvvetinde kaynakli
toplam gsekil degistirme enerjisi :

- -

U, =
v ZGA<

Beam cross section

J

Thin rectangle® 1.20
Solid circular® 1.33
Thin-wall circular® 2.00
I-section, channel, box-section® 1.00
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Enerji Metodlari / Sekil Degistirme Isi ve Enerjisi

5.1.5.d-) -Dairesel Kesitler i¢in I¢ Burulma Momenti (T) sebebiyle olusan Sekil degistirme Enerjisi: U,

Ankastre bir mile uygulanan T burulma momenti s

Burulmada olusan kayma gerilmesi dagilimi:

T; T
o= —p (Muk-1, Denklem: 4.6)
J

1 art  (Polar atalet momenti)

03.12.2023

pnucunda herhangi bir kesitte T;. = T burulma i¢ momenti olusacaktir.

T burulma momenti etkisiyle 0 = E (Muk-1, Denklem: 4.5)
olusan burulma agisi: JG

dx uzunlugundaki kisim Tdx

icin burulma agist: dp = G

o : _ (Egri altindaki alan)
dx uzunlugundaki kisimda T;, momentinden

1
kaynaklanan dif. Sekil degistirme isi ve enerjisi: dUr = ETd(Z) (5.18a)

T2 Toplam $ekil L 72 g
- dUr= Z_G]dx Degistirme Enerjisi: Ur —deT Ur = ﬁ X (5.18Db)

Dairesel kesitler icin gegerlidir.

veya Enerji yogunlundan su sekilde bulunur:
5.7b denkleminden sekil degistirme enerjisi yogunlugu: a; = 5= = ar
dAdx

Toplam Sekil Degistirme Enerjisi: ~Ur = JaT'dV = —f U ZdA]

_%LL[%zmldx Uy = f%dx

Ayni sonucu elde ettik
] 10
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Enerji Metodlari / Sekil Degistirme Isi ve Enerjisi

Tum Kkesit tesirli ayni anda varken, Toplam Sekil Degistirme Enerjisi (U; ):

a-) Dogrusal Eksenli Cubuklarda
Uy=Uy+Uy+Uy+Ur (5.19)

y I
M
[ O (\ N M* 1 (5.200)

Hl GT > Ul-=—f—dx+ ffs—dx+ j—dx+§jG—]
v

| X \ Y \ Y J \—Y—}
‘ " I N Ceki/basi kesmeh basit Basit egilmede Dairesel kesitli
kuvvetleri igin  egilmedeV M egilme elemanlarda T

kesme momenti i¢in burulma momenti i¢in

kuvveti icin
b-) Egrisel Eksenli Cubuklarda:

Herhangi bir kesitin konumu s yoriingesel koordinata gore ifade edildiginden 5.20a denklemi su sekle dontisecektir:
I

/4 L
/;/ M? 1 (T?
Uiz—f—ds+ ffs—ds+ ]—ds+ j—ds (5.20b)
T ET GJ

I

(5.20) denklemleri izotropik malzemeler icin ve elastik ylikleme bolgesinde gecerlidir.
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Enerji Metodlari / Sekil Degistirme Isi ve Enerjisi

-

Ornek 5.1.1
Serbest ucuna x-y diizleminden egik P kuvveti ve
Mg egilme momenti uygulanmis konsol Kiristeki
toplam sekil degistirme enerjisini hesaplayiniz.

(P=2KN, M= 2kNmm, L=2m, E=150GPa, v =0.25)

Kiris Kesiti

y A
y
T

200mm

~

/

60mm

Oncelikle herhangi bir kesitteki kesit tesirlerini
(ic kuvvet ve ic momentleri) tespit etmeliyiz.

Cozum:

y Sol kesimde i¢ tesirlerin
/ (.M\/ +yonii bu sekilde segilir.

(Bknz: Muk-1, 5b.3nci konu)

Py

! 1\7> >

: X
| 3P
P V Pe=Pcost =—
74 y 4p

X

4,‘7; > P, =Psinf = —
5
_ _ _3P 4P
ZFx—OeN—Px—?, ZFyZO—)Vz—PyZ—?

4
- M =My —=Px

My =0->—Mg+P.x+M=0 :

03.12.2023

N ceki kuvvetinden kaynakl sekil degistirme enerjisi:

(5.15b) denkleminden:

L L L
go_L(N 1 (3N _ 9 e [ Ly OPL
"T2)aE T2 ) \57) 7 o f ~ UNT 504E

0 0
V kesme kuvvetinden kaynakl sekil degistirme enerjisi:
(5.17) denkleminden: .
_ 19 2P2 L
—dx =——(1.2 j —=P | dx =

j Js 2GA (1-2) < ) 50GA |0
Kesit faktoru fs=1.2 19.2p2L
Tablo 5.1 den ince dikdortgen - Uy= m

kesit (thin tectangule) icindir.
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Enerji Metodlari / Sekil Degistirme Isi ve Enerjisi

Egilme Momentinden kaynakl sekil degistirme enerjisi
(5.16) denkleminden:

U—lszd—l M 4P d —1 Mp? 8PM dx
M=5 ) g ¥ T oE BT ghX) ax 251] B + “x* — ¢ PMpx
0 0 0

L
16 16 _L® 8 L?

U jM 2dx+j — P%x de——j PMgxdx |= . Mg?L+—P>*———PMg— |- U = Mpg? +EP2L2—fPM L
M= 2El 5 25 B 2EI\"B 25° 3 5 52 M= 5 \MB T e c M
0

Toplam sekil degistirme enerjisi:

Sayisal degerler: Y
R 60x2003 5.19 denkleminden: U; = Uy + Uy, + U
y Iy = ——>— = 40x10°mm N T
T A = 200x60mm? U OP°L + 192071 r 2 022 2oy
= xoumm . = S —_
, < >00mm ‘" 504E = 50GA = 2EI " 75 5 8
P = 2x103N
! i -
— | — My = 2x103Nmm Tum degerler ustteki esitlikte yerine koyuldugunda:
60mm — 3
L= 2x10"mm U; = 572.33Nmm bulunur
E = 150x103MPa , v=0.25
G = £ = 60x103MPa
“2+v) “
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ENERJI METODLARI
5.2.a Castigliano Teoremleri-1

(Konu Anlatimi)
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Enerji Metodlari / Castigliano Teoremleri -1/ Konu anlatimi

Castigliona teoremleri farkl yiiklemelere maruz kati sistemlerde, sipesifik (6zel) noktalardaki elastik sekil degistirmelerin veya
bilinmeyen kuvvetlerin hesaplanmasinda kullanilan enerji metodlarinin énemli bir uygulamasidir. Simdi asagidaki konulari adim
adim takip ederek bu teoremlere ulasacagiz.

5.2.1 P, ve P, gibi iki D1s kuvvetin Toplam Sekil Degistirme Isi:

Bir kirise birden fazla diisey yiik ayni anda uygulaninca bir noktadaki toplam elastik ¢okme, ytikler sirayla uygulandiginda ayni

noktadaki elastik ¢cokmelerin toplamina esit olur. (Stiperpozisyon metodu)

2tane kuvvet varken

y y
y Pl PZ Pl PZ
C1 l Czl X €1 l €2 X ‘1 CZl X
1—> —_ L\ y \ __Jl -/ + | = A ’j——)
i: I ! V2y -7 - ﬁ :/“\\__\;}711 _____17_2_1‘L ———— ﬁ 5 """" wVig Va2| -7
_______________ — —
(5.21a) (5.21b) (5.21c) (5.21d) . (5.21e) _ 5.21f)
V1 = Vg t+ V12 ;U2 = U1+ U Vi =11 P V21 =%21 Py V12 =12 I s Vop =Xpp f(’z

;. terimleri tesir katsayisi olarak isimlendirilir. Bir P, kuvvetinden kaynakl i noktasindaki ¢cokme miktari: v;, =&. P (5.21g)

(5.21h) 3 vy =Kyq Pj+Xoy P, (5.211)

5.21c,d, e, fdenklemlerini 5.21a,b denklemlerinde yerine koyarsak: V1 =%11 P1+X3 P;

n n
n tane kuvvet olsayd1 :  (¢; noktasinin toplam ¢ékmesi): v = Z Vig = Z g P (5.21j)
k=1 k=1
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Enerji Metodlari / Castigliano Teoremleri -1/ Konu anlatimi

5.2.2 Maxwell Karsitlik Teoremi: Ayniindislere sahip tesir katsayilari birbirine esittir. Indis sirasi farketmez Bu asagida ispatlanmistir.:
y / etkisiz y Pl

lpl y PZ PZ
T €1 €2 X T 1 czl T cll C2 x
A= % —— 4+ T ¥ X = L - ]—>
Tl V11 vzl—k —————————— vV Uyo - N 2] Uzi -7

‘~~_‘} ____________ A2 Tes vx----- /4 \  /J \N TN ="

- — ;A—// =

Siiperpozisyon prensibinde su nokta gézden kacirilmamalidir: 5.1.1 konusunda agiklandigi gibi, kirise once P, uygulanir, daha sonra P, kiris
lizerinde iken P, uygulanir. P, uygulandiginda P,’in uygulama noktasi (c,) P, sebebiyle biraz daha (v,kadar) ételenir ve P, kuvveti P, in isine

P,. vy, kadar katki saglar. Fakat P, ilk uygulandiginda P, kiris iizerinde heniiz olmadigindan , P, kuvvetinin P,’nin isi iizerine katkist olmaz. Once
P, sonra P, uygulanirsa durum benzer sekildedir. Asagidaki denklemler bu mantiga gére yazilmistir. (Daha detayli bilgi icin bknz: 5.1.1 konusu)

A

asil diger J23N — o g e -
(5.1a denkleminden) kuvvetin etkisi kuvvetin katkisi ! 7 AL ~ Toplam $ekil degistirme isi:
h l — — v ’17'12% Ug=Ug, +U,
) P,’in sekil 1 1 H 1 , P1 P2
Once P1 deg]$t1rme 1$1_ UdPl = EP]_U]_]_ + P]_. le = Epl(ocll Pl) + P1(0C12 PZ) == E 0C11 P1 + 0C12 P1P2 ~ 1 1 (5.228)
sonra P, (Ua)r = §P12 X1 +Xqp PPy +§P22 X22
uygulanirsa P,nin sekil . " "
2
degistirme isi: Ug,, = Epzvzz + 0 = Epz(oczz P,) = Epz X322 ~
M ~
P,’nin sekil 1 1
Once P, | degistirme isi: Uap, = EPZUZZ t Ppvy = Epz(oczz Py) + Py(y1 Py) = 5 %11 P,? + o1 PP, (5.22a)
sonraP; >~ ~ 1, 2
uygulanirsa | P;’in sekil 1 1 1, Ua)2 = §P1 Xqq +31 PPy + Epz 22
degistirme isi: Uap, =5P1v11 + 0 = §P1(°<11 Py) =P Xy
-~ -
Her iki durumda da toplam sekil _ 1, 1 1 _, 1, S OCa - =X (5.23a)
degistirme isi ayni ¢ikacagindan: U1 = Ua)2 - Epl %11 X1z PPy + EPZ %22 = EPl %11 +Xq P1Py +§P2 %22 127721
maxwell karsithk teoremi: —X;p =X (5.23b)
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Enerji Metodlari/ Castigliano Teoremleri-1/ Konu anlatimi

5.2.3 Betti Karsitlik Teoremi

Vp1 =%Xp1 Py
Her iki tarafi P, ile carparsak

P,vy =1 P1P, (D

(I) ve (II) denklemlerinden

03.12.2023

P; varken uygulaniyor.

7
T 1 Co X
|

V12 =%qp P
Her iki tarafi P; ile carparsak

Pivy; =X PPy, =o¢,; PP, (I1)

\

(Maxwell karsitlik teoreminden: &, =)

Betti Karsithk Teoremi:  P,vy1 = Pyvy;
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Enerji Metodlari / Castigliano Teoremleri -1/ Konu anlatimi

5.2.4 Castigliona Teoremleri

Inci Castigliano Teoremi: Statik dengede olan bir cisimde, toplam sekil degistirme isi(U,) nin veya toplam sekil degistime enerjisi(U,) nin bir dis
yiike gore Kismi tiirevi, o yiikiin uygulama noktasinin o dis ytik dogrultusundaki sekil degistirmesine esittir. Buna 1nci castigliona teoremi denir.

2nci Castigliano Teoremi: Statik dengede olan bir cisimde, toplam Sekil degistirme isi (U,) veya toplam sekil degistirme enerjisi (U;) nin bir
noktadaki sekil degistirmeye gore Kismi tiirevi, o sekil degistirmeye sebep olan yiike esittir. Buna 2nci castigliano teoremi denir.

Bu iki teoremin tanimlarina dikkat ederek asagidaki en genel durumlar i¢in nasil yazildigini anlamaya calisiniz.

5.2.4.1 Tekil Kuvvetler icin en genel durumda castigliona teoremleri

k'": tim kuvvetlerin etkisiyle k nin
geldigi gercek konum

Ap, : Py kuvveti sebebiyle olusan uzama,
Agiger: Diger ylikler sebebiyle olusan uzama

Ap= kk' : tiim kuvvetlerin etkisiyle k'nin P,
dogrultusundaki net sekil degistirmesidir.

5.2.4.2 Tekil Momentler i¢in en genel durumda castigliona teoremleri

O, : M, momenti sebebiyle olusan ag,

>~

Baiger: Diger yiikler sebebiyle olusan ag1

ABy = Oy, + Ogiger (tim  yiiklerin etkisi ile k
noktasinin M, moment diizlemindeki dénme agisi)

_/

1nci Castigliano Teoremi:

2nci Castigliano Teoremi:

1nci Castigliano Teoremi:

2nci Castigliano Teoremi:

Ug = U (5.3)
0Uq _ oU; = A, (5.25a)
P, 0dP;
dU, _ dU; _ (5.25b)
= =P, :
dA, 04
0Uq _ aU; — Ag, (5263)
oM, JdM,
dUy _ dU; _ (5.26b)
= = M,
d0AG,, 0A6;

* Bu genel denklemler tekil kuvvetlerin veya tekil momentlerin olusturdugu ytikleme cinsine (¢ek, basi, egilme, burulma vb.) bagh degildir.

Simdi bu teoremlerin dogruluklarini bazi 6rneklerle ve U, sekil degistirme isinden giderek ispat edecegiz..>>

03.12.2023
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Enerji Metodlari / Castigliano Teoremleri -1/ Konu anlatimi

Asagidaki Kiris 6rneginden, 6nce 1nci castigliona teoreminin gecerliligini gosterecegiz:

(5.23a)
y P, P, X1,=04 oldugu icin; bu Kiris icin yazilmis olan 5.22a denklemini su
T l l formatta tekrar yazabiliriz:
Cq C2 X
A\“\iﬂl_ ...... Uzl g U, =+p2« +loc PP +1o< PP +1P20c (5.27)
O a =5 %11 T5 X1 P TS Xy [l TS5 %o :
1 1 1 1 1 1
Ug = §P1 (X1 P1+xq; Py) +EP2 (xz1 Pi+Xy, Py) = Ug= §P1(7711 +vp) + EPZ (V21 +v22) Uy==P, v, +=P, v, (5.28)
\ . ) [ . ) L . ) \ Y J \_\,_J \_'_l 2 2
V11 V12 V21 V22 V1 n V2
1 1
n tane tekil kuvvet olsayd: U, = Ez P.v; = > (PLv;+P,v,+ -+ B, 1y,) (5.29)
i=1
(5.27) denkleminin P,’e gore kismi tiirevini alirsak
oUy 1 1 oU, AU, (5.30a)
— =X Pp+ 5 Xy P+ 5K Py 5> — = P+, P, =V11t Vi =V D=1
oP, 2 z\y oP, | 0P
0 =0y Viq V1o (1nci ca.stig{iona ]
teoremi dogrulugunu
(5.27) denkleminin P,’ye gore kismi tiirevini alirsak gosterir.)
au 1 1 au U
=0ty Py o gy P4y, Py o L =0y, Pptoy Py = UtV =1, > L=y, (5.30b)
oP, 2 2\, oP, S5 0P,
X1 =X3pq V22 V21
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Simdi ayn1 6rnek lizerinde 2nci castigliona teoreminin dogrulugunu gosterelim:

y P, P,
T o) l czl X (5.21h ve 5.21i denklemlerini tekrar ele alip, P, ve P, kuvvetlerini ¢ekersek: )
L 7 y Jl—')
A\\\M{l """""" Pak--- ‘é (5.21h) p X11 Vp—X31 Vg
= : = 5.31
V) =11 P1+q; Py 2T 0ty OCyy +0C 5000 (5.31a)
(5.21i)
Vy =Xyq Pi+Xy, P Xpp V1 —Kqp U
2 =K1 F1 X2 p, = 22 V1—%12 V2 (5.31b)

X11Xzz +X1K2g
5.31 denklemlerini 5.28 denkleminde yerine koyarsak

1
2(0¢)1Xpp +Xq5X51)

1
(5.28) = Uyz= Epl vi+=P,v, = [V1(Xa2 V1—Xq5 V3) + v5(Xqq V= Ky V7)]

2

Son denklemin v, ‘e gore kismi tlrevini alirsak:

U, 1 1 X2 V1—Xq2 Uy
= 2 Xop Vy—Kqy UVy—Xoq Vy) = (2 v —2 X5 1) = =P
0vy  2(Xq1%5, +oc120c21)( 2z 71 T2 2 2\1‘ 2) 2(¢11pp +X1305q) X11Xpp +X13X3g
X12=X21
(5.230) dUg
- v Py (5.32)

!

(Bu son 5.32 denklemi 2nci castigliona teoreminin dogrulugunu gosterir.)
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(5.1a denkleminden

Ornek 5.2.1 Ceki veya basiya maruz A= —= Sekil Degistirme Isi:)
bir  c¢ubukta Inci castigliona (_,AE 1 1P.2] U P L
teoreminin (5.25a genel denkleminin) 1 ________________________________________________________ F——=— P U, = =P, A= —— L g

8 a =3 =3 T ap, T ag

dogrulugunu gosteriniz.

Ornek 5.2.2 Bir konsol kirisin serbest ucuna tekil egilme momenti uygulaniyor. Bu sistem icin 1nci castigliona teoreminin

dogrulugunu gosteriniz. A M, L
Moment alani metodundan (3.2 konusu) k u¢ noktasinin donme agisi: 6y = 7 E
L
1 —————— \HkﬁksMk - L 1 0 1M °L
-k 5.2a denkleminden Sekil degistirme Isi: Uy = EMk O + My Ogfser = ST
Se
{ M I ¢ (M,’dan baska bir dis moment olmadigindan 6,5, = 0)
X
, > o ) _ oU, M,L
A 1nci Castigliona’ ya gore 5.30 denkleminden: ——=—-——=0, = A0
_M, siona ya s oM, El K “

Ornek 5.2.3 Ankastre milin serbest ucuna uygulanan Tekil burulma momentinin sekil degistirmesini goze alarak

1nci castigliona teoreminin dogrulugunu gosteriniz. T L
Muk.1 - 4.5 denkleminden burulma agisi: @, = GL]

1 0 1721
5.2b denkleminden Sekil degistirme isi: Ug = ETR D, + Tk¢diger = EG—]

(T\ dan bagka bir dis yiikk olmadigindan: @4;5¢ = 0)

oUy Tyl
0T, GJ

1nci Castigliona’ ya gore : - = @, = A0y
114
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P
. 4z | 2 Siirtiinmesiz bir zemine koyulmus bir elastik blok, sag ylizeyinden de ayrica ankastre
Ornek 5.2.4 A SV N . . . 11
1 _edilmistir. Yatay P; ¢eki kuvveti ve diisey P, basi kuvveti bloga uygulaniyor.
P, -L, ll'l E vl  Toplam sekil degistirme isi yardimiyla yatay ve diisey yondeki uzamalar: hesaplayiniz.
(E: Elastiklik Modiili, v : poisson orani)
P, P,
Cozum Al_;) lAzz?l Ay [A21 Al?\ ;AZZ l
e SRR o s O s LT
- | |
PlLl Ll PZLZ
A= —— 227 AE
AE 2
A1=Aq1 + Ag !
Toplam A P A,, P,
Uzamalar A= A A : , _ 11 1 £5y = =
2= Az1 + Ay, Gerinme: €11 L, AE 2277, A,E
_ P
Hacim:V = A;L, = A,L, Apy=&51.Ly = —v.811.L, > Ayy= —v.ﬁ.Lz A12= €12.L13 = —v.&33. L4
1
Ly L ise A= — ! L - A =—v.i.L
- A_z = A_1 (1) — veya (I) esitligini kullanarak 21~ v'AzE' 1 12 AE T

Bu terimin neden yazilmadigini anlamadiysaniz
gecen konular tekrar inceleyiniz.

5.27 denkleminden

A { " 1\ 1nci Castigliona teoremi (5.25a denklemi):
Toplam sekil degistirme isi: Uy = =Py Ajp + Py Ay + =Py Ay + P><21 auy PiL; Pyvl,
2 2 = - = A1 + A= 4
> dP;, AE  A,E
U_1 P;Lq p P2L+1P P,L, _1P2L1 p p vL_l_leLz
d_2 1A1E 1v-A2E 1 2 ZAZE _2 1 AlE 1 2'A2E 1 2 2 AZE aUd=P2L2_P1UL1=A22+A21=A2
~ oP, AE A,E
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5.2.5 Castigliona teoremlerinde U, Sekil Degistirme Enerjisinin Kullanilmasi

03.12.2023

Su ana kadar dis ytuiklerin sebep oldugu U, toplam sekil degistirme isinin dis yuklere gore kismi
tirevlerinden giderek castigliona teoremlerini agikladik, ispat ettik ve bazi 6rnekler ¢ozdiik.

Fakat 5.25 ve 5.26 denklemlerinden de anlasilacagi tizere Castigliona teoremlerinde, U, yerine, i¢
kuvvetler cinsinden yazilabilen U, toplam sekil degistirme enerjisinin yine dis ytklere gore kismi
tirevleri de kullanilabilir ve bizi ayni sonuclara gotiirur.

Cisim uzerindeki sipesifik noktalarin sekil degistirmelerini veya o noktalardaki bilinmeyen
kuvvetlerin/momentlerin hesaplanmasinda, Castigliona teoremleri ¢cok daha pratiklik saglar ve
hesaplamalar genellikle U, toplam sekil degistirme enerjisi yardimiyla yapilir.

Simdi dogrusal ve egrisel eksenli ¢gubuklar i¢in 1nci ve 2nci Castigliona Teoremlerini U, toplam sekil

degistirme enerjisi cinsinden yazarak, ornekler ¢cozecegiz.

Mukavemet Il — Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor
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a-)Dogrusal Eksenli cubuklar i¢cin Ui cinsinden castigliona Teoremleri

17«

I
M, » M
d‘ L

teé’et I

Denklem 5.20.a dan

Toplam Sekil Degistirme Enerjisi:

(¢ubugun tiimiinde depolanan eneryji)

Bir dogrusal eksenli gubugun I-I kesiminin sol kisminin
serbest cisim diyagrami genel olarak asagidaki gibidir.

M,, P, : k noktasindaki tekil dis yukler , M,N, V, T: kesitteki ic tesirlerdir.

—> >
: \} X
= =~ =+ 7 Sekil degistirmis hal

ic Kesme
kuvveti

Basit Egilme
i¢ Momenti

ic Normal
kuvvet

1L] LYIZ
Ui=zj—dx+—ffs—dx+ j—x+—f—]dx

0

Cismin tizerindeki herhangi bir k noktasi i¢in alttakl denklemleri yazablhrlz

-
1nci castigliona teoremi : Ay =
(Denklem 5.25’in agilimi)
Ok
_
\
2nci castigliona teoremi : Py
(Denklem 5.26 nin agilimi) >
My =

03.12.2023

L L
U, JNGN +J VooV +fMOMd +fTOTd
or, - ) agap, T | Sscaor, Yt | mran, T Grap, -

L

_an_jNaN f v ooV jM@MdJroaTd
=om, - ) aram, 1) Js dx + * *

GA M, El OM, G] M,

_an_jNaN +] v oav +fMaMd +fTaTd
=9n, ) AEon, T )s dx * *

GA A, EI 94, GJ 04,
U, fNaN f VooV fMaMd +fT6Td
00, ~ ) 2836,V ) Fscaae, | 5190, Yt ) G, &
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Dairesel Kesit icin
ic Burulma Momenti

fs:Duzeltme
faktoru
(tablo 5.1 den)

(5.33a)

(5.33b)

(5.34a)

(5.34b)
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b-)Egrisel Eksenli ¢ubuklar i¢in Ui cinsinden Castigliona Teoremleri

o Cubugun butiuniinde depolanan sekil degistirme enerjisi (U; ), herbir kesitteki i¢ tesirlerin
sekil degistirmis hall teget 1 etkilerinin toplanmasiyla elde edilir. Bunun i¢in ise kesitlerin konumunu gosteren degiskene
gore integrasyon yapmak gerekir. Dogrusal ¢ubuklarda bir kesitin konumu x’e gore ifade
edildiginden 5.20.a denkleminde dx’e gore integrasyon yapilmistir. Egrisel ¢ubuklarda ise
herhangi bir kesitin konumu sekilden de anla$1lacag1 lzere s’e gore ifade edilir. Buna gore;

Denklem 5.20.b den 12 1| T2
Toplam Sekil Degistirme Enerjisi: U; = —j—ds + = jfs —ds + — jﬁds + = —] ds

teget 2

Dairesel kesit i¢cin

1nci castigliona teoremi (Denklem 5. 25’in acilimi) > burulma ig momenti
L L

L _ U, JN@N +J % +jM6Md +fT6Td .
k=%9p, ~ ) aEap, >’ fSGAaPk T ) Eiap, " ) gjop, |

L L

Tegetler _ 0. — aU; jN dON j vV oV fM oM d +f T 0T ds  (5.34b)
arasindaki acr: 0, = oM, AE M, ds + fSGA M, ds + S GJ oM, S :

Geometriye gore ds i agl
cinsinden ifade etmek gerekir.

2nci castigli t i: Denklem 5.26’in acilimi
(Daire yay1 seklinde bir cubuk i¢in) nci castigliona teoremi: ( ¢ )

L L
» _0U; fNaN +f v oav +jMaMd +jT or .
=8, ) aEan, ) caan, Bt ) mron, T | Gjon, % |

M_aul-_fNaN +f v oav +jMaMd +jTaTd -
=30, | 2896, %V ) Fscaa0, T ) 5190, %t | 6736, %S |
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5.2.6 Castigliano Teoremlerinin diger yontemlerden benzer ve farkl yonleri:
Egim, Sehim hesaplarinda ve hiperstatik problemlerin ¢6ziimiinde kullanilan castigliano teoremleri, tipki moment alani

ve eslenik cubuk metodlar gibi belli bir noktadaki yer degistirme (deplasman) ve egimi dogrudan bulmamizi saglar.

Castigliano Teoremleri sadece egilmeden degil, ayn1 zamanda c¢eki, basi, burulma, kesme yiliklemelerinin butinunu
hesaba katarak sekil degistirmeleri hesaplamamizi saglar. Sadece Kirislerin ¢okmesi i¢cin degil tiim elastik sistemler icin
kullanilabilir. Oysa ki, Elastik Egri konusunda anlatilan metodlar (analitik metod, moment alan1 metodu ve eslenik ¢gubuk

metodu) sadece egilme yuklemesinden kaynakli cokme ve egim degerlerini hesaplamakta bize yardimci olmaktadir.

* (astigliano teoremlerive yukarida bahsi gecen diger metodlar izotropik cisimlerde elastik sekil degistirmelerin
hesaplanmasinda kullanilabilir. Bununla birlikte castigliona teoremleri lineer elastik (Hooke kanununa uyan, yani elastik bolgesi
dogrusal olan) malzemeler icin gecerli iken, nonlineer (Hooke kanuna uymayan yani elastik bolgesi egrisel olan) malzemeler
icin sadece 2nci castigliona teoremi gecerlidir.

Castigliano yonteminde sekil degistirmesi incelenen noktada bir dis kuvvet veya dis moment olmalidir. Eger yoksa hayali bir

dis kuvvet veya dis moment koyularak, ¢6ziim yapilir ve ¢6ziim sonunda bu hayali degerler sifira esitlenir.

Castigliano yonteminin en 6nemli avantajlarindan birisi de egri eksenli cubuklardan olusan sistemlerdeki deformasyon

hesaplarinda cok daha pratik ve hizli ¢6ziim vermesidir.
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e - L - A
Ornek 5.2.5 ‘
Sekildeki kiriste A serbest ucunun
9. a-) sehimini (cokmesini);
¢

v | ] L] r L] ) L] Y Y ' Y <

B 2 G G G b-) egim acisini,
A { B Castigliano teoremlerini kullanarak hesaplayiniz.

\_ P /

Coziim: Oncelikle kiriste depolanan toplam sekil degistirme enerjisini (U; yi) bulmalyiz. Kesitte egilme i¢ momenti

M ve kesme i¢ kuvveti V vardir. U; = Uy + Uy. Ancak Uy,’yi ihmal edecegiz.

Bileske: q,'_X a-) I-I kesiminin sol kisminin dengesinden M i¢c momentinin x ‘e bagh ifadesini bulalim:

C L x/2
N <\M SM, = Px+ M+ q.x.= = 0 1 oM
[ = B — _ - L9
q\f . -;i\,f’ | l k X qx2 - M PX+2q.x 5 X
| - v 1 [ M?
A { X ﬂ‘ 5.20a denkleminden: U; = Uy = Ejﬁdx
P 1nci castigliano teoremine gore A noktasindaki dis tekil kuvvete yani P’ye gore Ui nin kismi

tiirevi o noktadaki deplasmani verir.

. . oU; 1 oM 1t 1 1(PL® ql*
5.33a denkleminden A noktasinin sehimi: —» v,= TR Ma_de =77 [— Px+fq'x [(=x)dx - VA= T T_|_T
0
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b) [ L

Son denklemde M, = 0 koyularak, gercek egim degeri :

03.12.2023

- 2nci castigliano teoremine gore U, nin, A noktasindaki dis tekil momente

an
OMy

gore kismi tiirevi o noktadaki 8, donme acisini verir: 8, =

| Fakat problemde A noktasinda bir dis tekil moment yoktur.

B Bu sebeple A noktasina hayali bir M, dis tekil momenti koyulur.

(Son islemde bu moment sifira esitlenir.) Soyle Ki:

[-I kesiminin sol kisminin dengesini tekrar ele aliriz ve M in genel ifadesini tekrar buluruz:

SMy=Px+M+qx.=+M, =0 »M=— Px+1 x| -M oM _
k — q. 2 A — Zq A —)aMA_

5.33b denkleminden A'nin egim acist:

ou;, 1 (L oM 1 (L

1
= = —  — = — — —_— 2 _ —
6, =M, " El . M@MAdx Bl ), [—Px 54-% My](—1) dx

1 (sz 1 3 )
OA — _+_qx +MAx

“EI\"2 76 0  2EI 3

1 13
L <PL2 L ZMAL>

0, = 1 PL? + qL’ bul
4= opr 3 ulunur.
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Ornek 5.2.6 | L

9 N _ _ _ _ _ Sekildeki kiriste A mafsalindaki tepki kuvvetini Castigliano
A 2 - ] teoremlerini kullanarak hesaplayiniz.

Cozuiim: R, statik denge denklemlerinden bulunamayacagi i¢in Sistem statikce belirsiz (hiperstatik) dir.

Bu Ornek, 5.1 drnegine ¢ok benzerdir. Sadece dis P kuvveti yerine R, mesnet tepkisi koyulacaktir.

q. (\M = 19 = - M =R x—1 x? —>a—M—x
| | | l IMi =0 > —Rp.x +—-x* + M =0 4-X =54 R,
e V ~ 2 .
A T k _ . _ 1M (Uy: kesme kuvvetinden
R X g >-20a denkleminden:  U; = Un +}/“’ =2 ™ kaynakl terim ihmal edilir.)
A
5.33a denkl 'd-v—an—1 Made—lLR L x? d—lLR 2 _ 1 3)d
.33a denkleminden: A= oR, T EI 3R, == i - X — QX (x)dx =7 . - X" =2 qx X
. . : ) , o 1 x3 1 x%\|L
1nci Castigliano Teoremine gore U;’ nin A noktasindaki R,’ya vy =—|Ry,=—=q=—
El 3 2 4/1|0
gore kismi tlirevi o noktadaki deplasmani verir. Fakat mesnetten
L _ 1 L3 L* 3
dolay1 deplasman (yani ¢cokme) sifirdir. Buradan hareketle: >V = ( R, 5= q 5) =0 —R,= 5 ql
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5.2.b Castigliano Teoremleri-2

Dogrusal eksenli ¢cubuk sistemleriyle ilgili

Ornek Problemler
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/ Ornek 5.2.7 \ Cozum: B digiminin yatay yer degistirmesi soruldugu
S , B

ekildeki kafes sistemde icin B noktasina hayali bir Q kuvveti koyulur.

digumunin yatay ve dusey

deplasmanlarini hesaplaymniz. | Once, geometriden BC ve BD
Kirislerin Kkesitleri (A) esit ve ¢ubuklarinin uzunluklarimni L
malzemeleri aynidir. cinsinden elde edelim:
&
e Sin oc—E Cos x= =
~ \\\ - 5 5

AB = BC cos X = BD sin «

BC sin « + BD cos «x = L

Bu denklemlerden,
BD = 0.8L, BC = 0.6L bulunur.

B diigliminiin dengesinden:

SF, =0 - —Ng:Cos x —NgpSinx +Q =0 (D)

$F, = 0 — NpcSin « —NgpCos < —P =0 (1)
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() ve (II) denklemlerinden Cubuklarda sadece N normal i¢ kuvvetleri olusur. Bu

Ngc = 0.6P + 0.80 R ONpc 0.8 ONpc 06 sebeple 5.20a denkleminden toplam sekil degistirme
aQ oP ' enerjisi herbir gubugun enerjilerinin toplamdir. :
B B
ON ON 1 ( Npc? 1  Ngp°
Ngp = —0.8P + 0.6 Q BD _ 96 BD _ _ U_:_j BC_ _j BD_
~ 730 TP 08 =3 ) Tagp Pty | ap
C D

1nci castigliona teoremine gore 5.33a denkleminden :
x yoniinde B noktasinin deplasmani:

A z%z BMaNBC . + NBDaNBD
*9Q ). AE 9Q T DAE a0

O'SL + [0.64ﬂ'x1]

y yoniinde B noktasinin deplasmani

0.6L 0.8L
— [f (0.6P +0.8Q)0.8dx; + f (—0.8P + 0.6 Q)0.6 dle
0

0.6L

+ [~0.48Px, 08L 036%

Ay

0. 8L _ PL
= (0.48x0.6 — 048x0.8)PL  — Ay,= —0.096—

1
=77 {[0 48Px,]

an BNBC aIVBC BNBD a]VBD

1 0.6L 0.8L
A = = — —_— g ) ] . _ . . _ .
v =3p = ). AF op dx; + AE ap dx, AEUO (06P+08Q)06dx1+j0 (—0.8P + 0.6 Q)( 08)dx2]

A, = = {[(0.6P)(0.6)(0.6L 08%006 0.6L 0.8P)(—0.8)(0.8L 06[ 0.8)(0.8L = PL
s = 7 11(0-6P)(0.6)(0.6L) + (0.82)(0.6)(0.6L)] + [(~0.8P)(—0.8)(0.8L) + (0.62)(—0.8)(0.8L) [} > Ay, = +0728——

(+) citkmasi P ile ayni1 yonde oldugunu gosterir.



Enerji Metodlari/ Castigliano Teoremleri-2/ Dodrusal Eksenli Cubuk Sistemleriyle ilgili ORNEK PROBLEMLER

Orneks.2.8 Coziim: Cubugu, kesit tesirleri farkli olan 2 bélgeye ayiririz. Herbir bolgedeki i¢
Dairesel kesitli ve L seklinde bukulrh tesirleri I-1 ve II-II kesimleriyle statik dengeden asagidaki gibi buluruz.
1.Bolge 2.Bolge

celik cubugun C ucuna P diisey yuki
uygulanmistir.

C noktasinin dusey

IM,_,. =0 IM,_,. =0 M -0
< yondeki cokmesini ' : P xX=kz
* - hesaplaymiz. (Kesme 1 P.zz+M; =0 Pxo+M; =0 P.b—T,=0
\}/ kuvvetlel."lr.nn etkisini P M, = —P. z, M, = —P.x, T, = P.b
ihmal ediniz)
*V, ve V, kesme kuvvetlerinin etkisi ihmal edildiginden bunlart hesaplamaya gerek yoktur.

1nci castigliona teoremine gore C noktasinin diisey yondeki ¢okmesi:

_ ;1 BM oM, MaM2 +1] 792
5.33.adenkleminden: v = 3P El ) 175p zy + j 2 dx, _G] 25p X2
1 (b 1 (¢ Pz3|p Px%la Pb® |a P Pab*
= — — — _ = - —_ b3 3
Elfo( Pz.) (—z,)dz; + j (Px) () dxs + 2 | Pbbdx, =g |0+ 5o+ g fo Ve 3 0P+ e+

Kesitteki I¢ moment veya i¢ kuvvetlerin secilen yonii castigliano yontemindeki sonucu etkilemez. Ciinkii kismi tiirevlerle carpildigindan tistteki
denklemde carpimlar ayni isaret ¢ikar.

Ornegin iistteki ¢6ziimde T, =Pb alindig1 i¢in Tz T 2 —pp. (b) = Pb? ¢ikar. T, = -Pb zit yonde alinsaydi T2 :-Pb (-b) = Pb? ayni sonuc cikar.

29.04.2024 Mukavemet Il — Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor 126



Enerji Metodlari/ Castigliano Teoremleri-2/ Dodrusal Eksenli Cubuk Sistemleriyle ilgili ORNEK PROBLEMLER

Coziim: A kayar mesnetinde normalde disey yonde tepki

Ornek 5.2.9 kuvveti olusmaz. Fakat diisey yondeki deplasmani
a/3 | 2a/3 | hesaplamak icin diisey yonde hayali bir Q kuvveti
\Il \I/ . 2:‘ q,a | koyulur. Son kisimda bu kuvvet sifira esitlenir.
\L 9 _X q; ‘I/; i iz c Cubugun statik dengesinden:
4 FAx ‘1{‘:;: e | = 1
a e B XF, =0 —>FBy—Q—§qoa=0
1 h :2
- ‘ qoa a
kesit a l [ ZMA:() ﬁFBy.a—FBx.a—T(§)=O
h Q(hayali kuvvet) 17 | a 1
h qoa __qoa
b J Bu 2 esitlikten: Fp, = EB +Q ; I, = 3 +
: B a
ACB c¢ercevesi A ve B _ y Fp* u}: - SE,=0- Fy =Fg = q% +Q
uclarindan sekilde goruldugu By
o Ny Cercevenin BC ve AC bolgelerindeki kesit tesirlerini bulalim:
gibi mesnetlenerek, AC kismi My
T Vl ZMZ—kl =0 i —M1 — FBx'y=O
lineer degisen yayili kuvvete > >
O] I L G VA (L oM,
maruz birakiliyor. ; 1= 3 Qly - 90 =7y
Buna gore, A (mesnet) ucunun diisey yer y Goa av.
degistirmesini hesaplayiniz. Fg. - X x 3 aQ

- _ _ _ a oN
(E=200GPa, b=20mm, h=80mm, a=1m, 1 By, SR, =0 - Ny= Fp, = CI% oo M,
q, =2kN/m, G=80GPa) ¢ 3

Egilme momenti M, = M, oldugundan atalet momenti: I, =1=1, = bh /12 alnir.
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y
X X
~~~~~~ 0 CIOx
qO‘l:: MZ ‘ /—— ~~, }:_:,: AN C X M _ 1 + 1 + qox aMZ _
N = x [—’ > =(g%a+Q)x-(3qatQ)a="gr ~ G =x-a
e X
' a ON
2 3 YE, =0- N2=FBX=%+Q —>—62=1
% _x h v
Qo A 2 av.
qox qoa qoX 2
X e 2hy=0-% By T RAET 00
N = B
Qo= do x Fp
y

1.Castigliona teoremine gore 5.33.a denkleminden A noktasinin diisey deplasmani bulunur:

oU; aM1 f aM2 @ Ny azv1 TN, 9 a Y, 9V,
= M,—dy+—| M,—= 22 L —d —2 =2
"4 =30 [EIJ ! YT EL 20Q +j AE aQ j AE 90 = dx +j fSGA 90 +j Ised a0 ¥
—1ja ! (—y)d +ja1 + L g0 Gox° d
Va =7 . 390y ~ Q)(—y)dy . [(qua Q)x 390 6a ldx |+

LI & Lay+ [ ¢ Lax| + [ & Ly + [ (-1
[ Guarorw s [ Gaorora|+ L[ Gaero [ Fad-o
>
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Enerji Metodlari/ Castigliano Teoremleri-2/ Dogrusal Eksenli Cubuk Sistemleriyle ilgili ORNEK PROBLEMLER
73 5qoa? qoa?

— 4 2 elde edilir.
V4 = 36051 0% o2 T ¥s36E

Sonuc olarak:

Soruda verilen Sayisal degerleri yerine koyarsak: (E=200GPa, b=20mm, h=80mm, a=1m, q, =2kN/m, G=80GPa)

I = bh3/12 — 2035803/12 = 853333mm?* A = bh = 20x80 = 1600mm2 Tablo 5.1 den dikdortgen igin: f;=1.2
- 73 P 1000% 4 5x2x10002 + s 2x10002
YA = 360x200x103x853333 “ 6x1600x200x103 © X "“3x80x103x200x103
v, = 2.376mm + 0.0052mm + 0.0001mm — V4= 2.381mm
\_Y_/ \ Y J
(Va)m (a)n (Va)v

Gorildiigu gibi N ve V kuvvetlerinin etkisi moment etkisi yaninda ihmal edilebilecek mertebelerde cikmaktadir.

Y
5.33a denklemindeki I atalet momentinin indisi Egilme i¢ momentinin indisi ile ayni
MZ = MZ

o — olmalidir. 2-2 kesiminde M, egilme i¢c momenti sag el kaidesine gore -z yéntindedir.
b ™

Bu durumda I, = I = I, = P**/_, olacaktir.
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5.2.c Castigliano Teoremleri-3

Egrisel eksenli cubuk sistemleriyle ilgili

Ornek Problemler
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Enerji Metodlari / Castigliano Teoremleri -3/ Egrisel Eksenli Cubuk Sistemleriyle ilgili ORNEK PROBLEMLER

/ Ornek 5.2.10 \ Coziim:
Sekildeki dairesel Kkesitli

Once dairesel kesitin geometrik 6zelliklerini hesaplarsak:

ve dairesel formdaki

¢ubugun F kuvveti Atalet Momenti: Kesitin Alani:

etkisiyle B ucunun yatay

yer degistirmesini nd* m20* . nd®  m20% _ ,
hesaplayimiz.(Tim  kesit | | = 64 64 = 7854mm* A= 4 4 = 314mm

tesirlerini dahil ediniz.)
6 kadarlik bir kisimdan kesim yaparak, Statik dengeden kesit tesirlerini bulalim:

M, =0 ->F.h—-M=0 —->M=F.h=F.R.sinf - (0M/JF =R.sin0)

SP, =0 —P=F

P kuvvetinin bilesenleri: N Normal kuvveti ve V Kesme kuvvetidir. (OV/9F = cost)

— N = Psinf = Fsinf V = Pcost = Fcosf (ON/OF = sin6)

a — a kesit @ 1nci castigliona teoremine gore sekil degistirme sonucu B noktasinin yatay yer degistirmesi,

érinima:

& 5.34.a denkleminden:

L L ﬂl
Verilenler: aU; N ON V ov M oM oT
Asz—zJ——ds+jf——ds+f s+j——ds
(E=200GPa, R=150mm, OF ] AE OF J \*GAdF El OF GJ] OF
d(ZOmm, F=3kN, G:80GPa)/ l
(tablo 5.1’den dairesel kesit icin kesit faktoru f; = 1.33) >
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Enerji Metodlari / Castigliano Teoremleri -3/ Edrisel Eksenli Cubuk Sistemleriyle ilgili ORNEK PROBLEMLER

LU _ JNaNd J T fMaMd
2= = ) 2aBor BV | Sscaar St | ior ¢S

Dyp = % U (F.sin6)(sin @) (Rd@)] + ﬁ U (F.cos8)(cos9) (RdH)] + % U (F.R.sin8)(R.sin @) (RdH)]

FR FR R3 2T
o . 2 33— 2 — in0do
DAyp = 1E sin“8d6+1.33 GA_[O cos“0df + ] sin
sin“@ cos?6
( . )
3 ,2m /1 _ FR (2™ (1 + cos 26
_ [fR R 17 Cos20) 1o +133— <—>d9
AE T El 2 GA 2
LI L fzn 20d6| +1.33 -2 an9+f2n 20d0]= (R IR g _5in20] [2m g 53 FR | sin26)|2m
= Qg t 250 |, , 2GA , = Qg t 280 2 || o 2GA 2 || o

A 2 7£ 0 — 5if 0 L 5y, =R PR g3 ™E
—_ _ - — —_—
s = G4 2EI) (2m = )= ( ) +1335 oA |Gr Tt )~ (0 +sin0) 2~ "1 ' EA GA

Degerler yerine koyulursa:

3
A, = n(3000N)(150mm) 4 m(3000)(150) N 1.337'[(3000)(150) — 20.25 + 0.0225 + 0.075 N AxB = 20.347mm
B (200000MPa)7854mm* (200000)(314) (80000)(314) / '/ }
M’in etkisi N’in etkisi  V’nin etkisi
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Ornek 5.2.11

Sekildeki yari-dairesel kirisin B ucunda
meydana gelen yatay sehimi ve egim acisini
hesaplayiniz. (Normal ve Kesme kuvvetlerinin

etkilerini ihmal ediniz.)

03.12.2023

Cozum:
B nin yatay yer degistirmesi soruldugu i¢in B noktasina bir yatay hayali Q kuvveti koyulur.

Dolayisiyla denge saglanmasi i¢in A noktasinda da zit yonde bir Q kuvveti ortaya cikacaktir.

P/2 P/2 a=Rsinf, b=R(1l—cosH)

1.Bolge I-1 kesiminin sag kisminin statik dengesi:
P P P _
IMy, =0 - —M, +Eb +Q.a=0 —>M1=Eb +Q.a » Ml:ER(l —cosf) + Q.Rsin6
2.Bolge II-11 kesiminin sol kisminin statik dengesi:
e=Rsina , ¢=R(1-cosa)
P P :
IMy, =0 - —M, +EC +Q.e=0 - M, ZER(l —cosa) + Q.Rsina
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P M, R
My =R(1 = cos6) + Q.Rsin 6 —»—L =Rsin8 7>

a0 Q@
M P R(1 )+ Q.Rsi oM; =R
= — —_ . _ —_— =
2 =73 cosa) + Q.Rsina 30 sina
A
Soruda belirtildigi tizere N ve V i¢ kuvvetlerinin etkileri ihmal edilecektir.
5.34a denkleminden B nok depl —1.[CM6 fM 2 ds
.34a denkleminden B noktasinin yatay deplasmani:  ug = Bl 13 Q 230
2P R(1 6 (,Q)'R 6)](R sin@)RdO 7T/ZPRl (,OﬂR' R si Rd
Up = -[0 [ (1 —cosf) + sin 8)](R sin 8) +jo [E (1 —cosa) + (Q.Rsina)](Rsina)Rda
PR3 jn/z /2 PR3 (€ c PR3 2 m2
Ugp = —— (1—c059)51n9d9+f (1 — cosa)sinada - f f = — __|__
57 2Er|), . - Up= oo . tdt + Amdm 2EI( )
Degisken donusumu yaparsak: t dt dm
PR? 2 /2, _ PR® PR?
= 1 - 2 T[/ . 1 - 2|7 = — 2 _ — 2 — 2 _ — 2 = —
Up = 2 [(1 —cos ) 0 +.(1 —cosa) 0 ] 25T [(1-0)*—(A-D*+1-0)—(1-1)°] o Up= o
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b-
) B nin egim acist: ilk ve son konumlarin tegetleri arasindaki a¢idir. 5.34b
denkleminden bulunur. Bunun i¢in ise B noktasina hayali bir dis M,
momenti koyariz. A daki sabit mesnet aslinda moment tepkisi
olusturmaz. Fakat tim sistemin dengesinin saglanmasi i¢in A noktasina
da de z1t yonde bir dis M, koymak gerekir.
1.Bélge I-I kesiminin sag kismu: 2.Bolge II-1I kesiminin sol kismu:
*Miey =9 I
M,
- =M, +P7b+M0=0 NZA/(\QVT C=R(.1—Cosa)
S 25 e = Rsina
M, =P—b‘|‘Mo A C e‘l}(;\‘i XM, =0 _>M2=E+MO
2 DS s i A :
My :%(1_C059)+M0 = ! —>M2=§(1—cosa)+MO
a = Rsin®, oM, oM,
b =R(1—cosH) oM, _)6M0 =1
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PR x PR

, N, K\ 4\

‘/.§ :

\ R

\B’ Al c @ \\¢

MO R ~
AM, <« R >
11
{ P2 P/2
Kesme kuvvetleri (V,, V,) ve Normal i¢ kuvvetlerin (N, N,) etkileri ihmal edilirse, 5.34.b denkleminden B noktasinin egimi:
YA
/2 "2 oM, "/2 PR 'yf f /2 PR
= — — (1 —cos 6 1.Rd6 +— — (1 —cosa) + 1.Rda
=gl s [ T St as| =g || T - coso) 4wy 5 o)
\ J | )
| |
A B
A ve B denklemlerinin tiim terimler ve integral sinirlar1 ayni oldugundan: A = B - Op=24
PRZ (/2 PR | 7/ */2 PR? 2 PR m PR?
0p=—— | (1- =—|| Toa0 - 6d6| =——(6 - ”/ __<__ _0— ) By
B =g . (1 —cosB)do ] fo jo cos (6 —sin ) = \5 1-0-0) -0 SET (r — 2)

Not: Benzer sekilde asikkinda buldugumuz ug deplasmani da A ve B gibi esit iki terime ayrilabilirdi.
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/ Ornek 5.2.11 \ Coziim: Cubugu AB ve BC olmak tizere 2 kisma ayiririz
| ! @ | My
- -
R ’ N S
/ P | B
N frmmmmmm — —— i
B 0] A ~ X5
1k
Sekildeki egrisel cubukta, A 4 11 v I
S 2
h noktasinin yatay sehimi ve egim hol Ly My, =0 M, EMy, = 0
acisinl hesaplayiniz. (Kesme :/@ —M, + P.R.sinf = 0 M, — Px, = 0
- - |
c kuvveti ve normal kuvvetlerin | ic ~ M,= P.R.sin0 ~ M,= —Px,
[ cikilerini ihmal ediniz) ]
B c

oM
A noktasinin yatay sehimi 1nci Castigliona teoreminden: U4 = 7 M, —ds + ] M, - dx;
EIJ, oP B oP

aMl aMz
0P P
—— 1 h —— PR3 A ) P h
—Px,)(—xy).dx,| = — 6 do| +—
Uy U P.R.sinf R.sin @ . Rd9] EIU( x2)(—x2) xz] £l [fo sin ] +E1Uo X3 dxz]
0
_ PR® (™ (1—cos26 0+ 3| _PR®(  sin26 P PR® __sw2my P P mR® h
T, 2 3E1°% |0 T ZEI |0 3EI"T  2EI 2 eI T WT gty
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b-) A noktasinin egim acisini1 bulmak icin yine A noktasina hayali bir tekil M, dis egilme momenti uygulanir. Bu durumda
oncelikle herbir bolgedeki ic momentleri tekrar hesaplamamiz gereKkir.

ZMkl - O
—M1+M0+PRSH19 =0
oM,

- M;= My + P.R.sinf - =1

oM,

5 R
| 0.
X2 |
ko1
2
M“'/
2 EMkz == O

—MZ—PX'Z-I‘MO:O

_>M2=M0_PXZ

-

oM,
oM,

A noktasinin egimi yine 1nci Castigliona teoreminden (5.33.b ve 5.34.b denklemlerinin birlesiminden) bulunur:

o - 1
AT El
1
= — PR?
El
03.12.2023

jm@m ]

[ T
J sin@d@] —
/o

P.x22

2E1

U M, -

h
0
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0
oM 1

2 dx2 =E[fM+P.R.sin9)1.Rd9
PR? T P.Rh2 PR?
- (— 0 e - __ (_
El (=cos )‘0 2E] El (=1-1)

+_

P.h?
2ET

f gp/ — Px,) 1. dle

—>9A

2E1

P
— (4R% —

=1

h?)
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Enerji Metodlari/ Castigliano Teoremleri -3/ Edrisel Eksenli Cubuk Sistemleriyle ilgili ORNEK PROBLEMLER

Ornek 5.2.12 (Video5.2.c - Ornek 4)

Tiim ders anlatim videolarina : www.mehmetzor.com sitesinden veya youtube kanalindan erisebilirsiniz.

ABC cercevesi, A noktasindan ankastre ve C ucundan sabit mesnetle

desteklenerek B noktasina diisey P kuvveti uygulanmistir. Buna gore

(a) Cnoktasindaki mesnet tepkilerini bulunuz.

(b) B noktasinda meydana gelen dusey yer degistirmeyi hesaplayiniz.

PR?
Cevaplar: a-)C, =0233P,C, = 0519P  b) 0, =0.3503—-
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Soru-1

lP

4 N

Sekildeki yar: dairesel kirisin C ucunun

diisey yer degistirmesini hesaplayiniz.

3

C =4+ )PR
\ evap: Vg = by

03.12.2023

/

Cevapli Sorular

Soru-2

Sekildeki egrisel cubuga B yoniinde P
diisey kuvveti etki ediyor. Buna goére, B

noktasimin diisey yer degistirmesini
(sehimini) hesaplayiniz.

3nPR3
\ Cevap: vp = /

Mukavemet Il —=Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor

Soru-3

x-y diizlemindeki yari dairesel cubuk, A
ucundan ankastredir ve B ucuna diisey
P kuvveti uygulanmaktadir. Buna gore,

B ucunun diisey sehimini hesaplayiniz.

_7tPR3 3+1
VB =5 \o TEI
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ENERJI METODLARI

5.3 ELASTO KINETIK ETKILER

(Carpma Sonucu Olusan, Gerilme- Sekil Degistirme Hesaplari)
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Enerji Metodlari / Elasto Kinetik / Caroma Sonucu Olusan Gerilme Sekil Degistrme Hesaplamalari
Bu Boliimde Amacimiz: Bir kati cismin lizerine aniden diisen veya uygulanan bir agirlik sonucunda cisimde olusan gerilme
ve sekil degistirmeleri hesaplamak ve statik durumdaki degerlerle karsilastirmaktir. Konu 6rnekler tizerinden anlatilacaktir.

Genel Coziim mantigy: Dustrilen kiitle ilk enerjisi ile diger cisme ¢arpar ve bir carpma kuvveti olusur. Bu kuvvetin ¢arpilan
cisimde yaptigl is, carpilan cisimde sekil degistirme enerjisine donitisiir. Sonug olarak ¢arpan cismin ilk enerjisi ¢arpilan cisimde
sekil degistirme enerjisi olarak depolanir. Bir kisim enerji carpisma sirasinda kaybolabilir ancak bu ihmal edilir.

Ornek 5.3.1

m, E

TTTT77

Boyutu ihmal edilebilen M
kiitleli bir cisim, m kiitlesine,
E elastik modiiline ve A
kesitine sahip bir c¢ubugun
Uzerine h yukseklikten
disuruliyor. Cubuktaki
cokme miktarini hesaplayiniz.

03.12.2023

Cozum: M kiitlesi cubuga carptiginda, bir carpisma kuvveti olusur. Kuvvet sifirdan itibaren
lineer olarak diyagramdaki gibi artar. Son konumda kuvvet P; ve ¢cokme §,; degerlerine ulasir.

_ Mkiitlesinin Ilk konumundaki potansiyel enerjisi: U =Mg(h+48,) (5.21)
P, carpisma kuvvetinin yaptigi is : Ug = > P4.0q (5.22)
Son konumda sekil degistirme enerjisi: U,=U4 = EPd' 8q
) ) . Pg. L
Eksenel yiiklemede de ¢cokme miktari: g = i3 (5.23)
(Muk .1- 3.3.a denklemi ile aynidir) (Dinamik ¢ékme miktari)

Statik yukleme olsaydi :

pt M kiitlesi cubuk tizerine yavasca koyulursa,
1 statik yiikleme s6z konusu olur ve eksenel P = P, = Mg
U, = > P,.58, basi kuvveti agirlik kuvvetine esit olur.
MgL
Budurumda: - = —— (524
u durumda : - & 1E
> AL (statik ¢cokme miktari)
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Enerji Metodlari / Elasto Kinetik / Carpma Sonucu Olusan Gerilme Sekil Degistrme Hesaplamalari
Dinamik Yiiklemede yani carpmadaki enerji dengesini distntirsek: U; — U, = U,

Uc:garpisma sirasinda kaybolan enerjidir. U. =0 kabul edilir. Bu durumda enerji korunur: U, = U,

1
5.21 ve 5.22 denklemleri 5.26 denkleminde yerine koyulursa: Mg(h + §;) = EPd. o

AE 1 AE
5.23 denkleminden - Py =6;— - Mg(h+6y) = ESdT.Sd

L
Son esitligi diizenlersek: AES§,? — 2MgLS, — 2MgLh = 0
2nci derecedeki bu son s _hE Vb2 —4ac  2MgL + \[(—2MgL)>*—4AE(—2MgL)
denklemin koklerini hesaplarsak: 94, T > = AR
/7 \\\ 2 [
‘MgL, MgL MgL ’
= i+ [ — 2h—— =206, ++/(8,)% +2h6, =6 1+ —
. ) . ‘/‘(AEI’_\/< AE> + AE S \/( S) S S Ll
(Denk.5.24)’den Statik ¢cokme miktari: 6, .- I

1+
Bulunan koklerden pozitifi alinmalidir. Buna gére: ¢arpma sonucu ¢okme miktari: 64 =651+ [1+—

) ’
Dinamik ¢carpan: ¢ = 5—d =1+ |1+
S

5d = ¢5S

2h
Os
2h
Os
2h
Os

Piif Noktasi: Farkli yiikleme tipleri icin ayni1 analiz yapilirsa 5.24 nolu denklem ( §, formiilii) degisir fakat 5.28 ve 5.29 denklemleri degismez
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Enerji Metodlari / Elasto Kinetik / Carpma Sonucu Olusan Gerilme Sekil Degistrme Hesaplamalari

P,.L  P.L

5.29 denklemini acarsak: T ¢ v Dinamik ve statik yiiklemelerdeki kuvvetler i¢in: = Pg= @Fs (5.30)
A g S
5.30 denkleminin her iki tarafin1 A alanina bolersek: — /;l"l: '\ ZS I
Dinamik ve Statik ytiklemelerdeki normal gerilmeler i¢in: Oq = ¢0; (5.31)

Ozel bir durum: M sifir yiikseklikten aniden birakilirsa:

A j! 2h

h =0 — 5.28 denkleminden dinamik ¢arpan: ¢ =|1+ |1+ 5 >¢=2
S
m, E 5.31 denkleminden: o, = ¢o, = 20,  (gerilme statik duruma gore 2 kati ¢ikiyor)
5.29 denkleminden: §,; = ¢.8;, = 26, (¢6kme miktar: statik duruma gore 2 kati ¢ikiyor)

STTTTT7

Carpisma sirasinda kaybolan enerji (U.) ihmal edilemezse:

Dinamik carpan denklemine ¢ terimi gelir. Soyle ki: =1+ /1 + ¢ i—h (5.32)
kisi s
1
0<é¢<1 olup ¢ su denklemle hesaplanir: ¢ = 11 (5.33)
M

Carpilan cismin kiitlesi ihmal edilebilirse (m = 0), 5.33 denkleminden ¢ = 1 bulunur. 5.32 ve 5.28 denklemleri ayni olur.
Bu kaybolan enerji U, nin ihmal edilebilecegi anlamina gelir. (U, = 0)
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Ornek 5.3.2

Bir ucu ankastre olan 2kg kiitleli kirisin serbest ucuna
boyutlar1 ihmal edilebilen bir M kiitlesi h
yuksekliginden birakildiginda Kkiriste olusan
maksimum gerilmeyi a-) Kiris kiitlesini ihmal ederek,
b-) kiris kiitlesini ihmal etmeden hesaplayiniz.

)\y
_ ¢l d
h Z .
C L m\ | v . b
E B X
A d
(M=20kg, m=2kg, L=2m, h=20cm, a=4cm, b=8cm, E=200GPa)

Cozum: Statik yiikleme Durumu olsaydi:

(M yavasca B noktasina koyulursa):

Dinamik Yiikleme Durumu
(M kiitlesi h yuiksekliginden birakilirsa):

y
| ab® 40x803
L Y L =1= = . . ~ .
AJm===_ - B—“___)f JZ 12 12 a-) m lhm?l edilirse =1 ve en,er]l korunur.
S~< < B = Mg s (Egilme momenti z Dinamik ¢arpan: Denk 5.28'den)
MZT T~L . yoniinde oldugu icin) 2x200
o > p=11+ (1 + —| = =17.2

—MgL%

M kiitlesinin boyutlar1 ihmal edilebildigi i¢cin P kuvvetini

sanki B u¢ noktasina etki eder gibi diistinebiliriz.

Maksimum gerilme A ucundaki kesitte y koordinati

b/2 olan noktalarda (list ¢izgi boyunca) olusur:

M4 (_MgL)
I, I,

Muk.1 Denk. 5.1'den: 05, . = — c = — ;

(—20x9.81x2000)
1706667

x40

O-Smax

03.12.2023

= Oy, = Oy, = 9.2MPa§

-1 =1706667mm*

Oq,... = ¢os =0y =17.2x9.2 =158.23MPa

B ucunun ¢okmesi:
b-) m ihmal edilmezse enerji kayb1 hesaba katilir.

(Ornek 3.2.1’de bulunmustu.) 1
P L3 M L3 Denk. 5.33’ den: f = ) = > = 0.91
L i g 1+ 1+5
3EI 3EI Denk. 5.32’ den:
B 20x9.81x20003
5 3x200x103x1706667 |¢ = |1 + f1+f = 1+\/1+091m = 16.4

— 0s= 1.53mm 6.4x9.2 = 150.88MPa

145
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O-dmax = (pasmax = ch
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Cozum: I nolu direk i¢in
Ornek5.3.3 ‘ _ Statik yiikleme olsaydi
A
TN vh M kitlesi yavasca I nolu diregin tstiine birakilirsa statik
M kiitleli cisimler, I nolu yukleme so6z olusurdu.
kademesiz ve 2 nolu Statik ¢okme miktarini hesaplarsak:
kademeli direklerin
lizerine ayni h L @ B.L Mg.L 50x9.81x2000 _
yiiksekliginden birakiliyor. 05 = AE  AE = 1000x80000 0.012mm
Direkler ayni malzemeden
imal edilmis olup,  rrmmm— Mg 50x9.81
kiitleleri ihmal edilebilir. Statik yukleme gerilmesi: o5 = 1. - 1000 - 0.4905MPa
Buna gore direklerde !
olusan maksimum ‘ ‘7\ Dinamik Yiikleme:
gerilmeleri hesaplayiniz. ‘ |
£ ! = 8= .64 M kiitlesi h mesafesinden birakilir.
A
N R’ v T Direklerin kitleleri ihmal edildigi i¢in enerji korunur. (§=1)
L=2m, h=20cm, oq'|' '0a = $10s
L,=1m, L,=1m, L b Lgp - 2h 2x200
M=50kg, A;=10cm?, Azj‘ @ a, = $1Fs, Dinamik carpan: ¢; = |1+ |1 +5_s =14+ [1+ 001z | = 183.57
A,=50cm?, direkler
icin E=80GPa L, (5.31 denkleminden)
Dinamik yiikleme gerilmesi: 9a = $1.0s = 183.57x0.4905 — 0q= 90.04MPa

Dinamik ytikleme ¢cokmesi: 64 = ¢165 = 183.57 x 0.012 - 8= 2.2mm
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II nolu direk i¢in (Diregi iki bolgeye ayiririz.)

Statik yiikleme:
Alj | h
L=2m, h=20cm, g
L;=1m, L,=1m, 1 L, T
M=50kg, A;=10cm2, 5 (1) P, = Mg
A,=50cm?, direkler  * P, = Mg
icin E=80GP 2
i ? L, Statik ¢cokme miktar1 herbir bolgenin ¢okmelerinin toplamidir.
50x9.81 (1000 1000
5 2Bl Bl Mg(ls La) _ SO + = 0.00735mm
> AE  AE E \A4, A,) 80x1000\1000 5000
M 50x9.81 - . S e
Statik yiikleme icin max. gerilme: 05 = y_ — 04905MPq (¢ kuvvet bol"gelerde ayni oldugu igin kesiti kiigliik
Ay 1000 olan 1 nolu bolgede max. gerilme cikar.)
Dinamik yiikleme:
Dinamik ¢arpan: ™ Dinamik ytikleme gerilmesi: | Dinamik ylikleme ¢okmesi:
/ 2h 2x200 Gu =¢y.0s  =2343x04905 = Oa = $28s = 2343 x 0.00735
b, =1+ 1+6_ = 1+\/1+—000735 =2343 [ max P2 Osmax
’ | ) — 0, = 114.92MPa 5 8g=1.72mm
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03.12.2023

Cevapli Sorular

T 600kN

v
L sl

r=60mm h

=10mm. i '

240mm kaybini ihmal ediniz. (E,= 70GPa)

Soru-1

Alt kismi1 zemine sabitlenmis bir
Aliminyum borunun tuzerine h = 0
yukseklikten, 600kN luk bir yuk
aniden birakiliyor. Aliminyum
boruda olusan ¢okme miktarini

bulunuz. Carpisma sirasindaki enerji

Cevap: 1.19 mm

0Bt = Q16 —s]

60mm

Bir celik kirisin ortasina 10mm ytikseklikten

80 kg lik bir kiitle duisuruldigiinde, kiriste

olusacak maksimum normal gerilmenin yerini

ve siddetini hesaplayiniz. (Celik i¢in:

E=200GPa).

Cevap: orta kesitte, 143.5MPa

Mukavemet Il — Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor
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Y

(Buckling of Columns)

6.a KOLONLARIN
BURKULMASI-1

(Ornekli Konu Anlatim - Euler ve Tetmajer Formiilleri)
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Kolonlarin Burkulmasi -1/ Ornekli Konu Anlatimi

6.1 Kolon Nedir?:

Kesilmis bir kolon ®.

Diisey eksenli tasiyici cubuk
elemanlara kolon denir. Yapilarin
statiginde ve saglamliginda hayati
onem tasiyan kolonlar genellikle ekseni

yoniinde basi yuiklerine maruz kalir.

Tcetvelilorg

Sekil 6.1
6.2 Burkulma Nedir?

Bir kolonun (veya bir ¢ubuk elemanin) ekseni yoniinde basi ylikiine maruz kalmasi sonucu, akma (veya

gevrek malzemelerde kirilma) sinirindan 6nce, yanal olarak egilmesine burkulma denir.

Bu sebeple bu tip ¢ubuklarin tasarimi yapilirken, sadece akma/kirilma sinir1 degil burkulma sinirinin da
goze alinmasi son derece onemlidir.
iste bu konuda amacimz, kolonlarin burkulma simirlarimi (kritik burkulma yiiklerini) teorik olarak

hesaplamamizi saglayacak formiillerin ¢ikarilmasidir. Son kisimda gesitli 6rneklerle konu pekistirilecektir.
Sekil 6.2
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6.3 Kolonlarin Siniflandirilmasi :

Kolonlar1 hasar sekillerine gore (akma veya burkulma durumuna gore ) kalin ve ince kolon olmak tizere ikiye ayirabiliriz.

a-) Kalin Kolonlar
Bir kolon yeterince kalinsa, bas1 ytkiini
akma sinirina kadar tasir. l p

g=— /
A I \

Akmadan oOnce:

I

:

[

Burkulmadan once l
|

\
\

Akma Aninda:
0= 0. = P ak \ ,’
= = — \
ak A \ /

Oy -Burkulma
anindaki gerilme

Sekil 6.3
Bu durumda mukavemet hesaplari akma

sinirina gore yapilir.

Not: Gevrek kolonlarda akma ¢ok az miktardadir. Bu
sebeple akma siniri yerine kirtlma ani dikkate alinir,

03.12.2023

b-) ince Kolonlar
Bir kolon yeterince ince ise, eksenel basi yuki sonucunda akma sinirina ulasmadan
once yanal olarak egilir yani burkulur. p

P P, P =Py
Burkulmadan once: l v
_ P l ¢/
o= 2

Akmadan once

Burkulma Aninda: ¥
(01 < Ogk) o < Opr 0 = Ok
Sekil 6.4 Sekil 6.5a Sekil 6.5b

Bu durumda ise mukavemet hesaplar1 burkulma sinirina gore yapilmalhdir.

Bunun i¢in ise kolonun kritik burkulma ytikii (P,,) veya gerilmesi gy, hesaplanabilmelidir.
Kritik yiiklerin hesabi malzeme 6zelliklerinden baska kolon boyutlariyla da yakindan iligkilidir.
Genel anlamda ise kolon tasarimi hem basi1 hem burkulma dikkate alinarak yapilmahdir.

Bundan sonra bu tespitlerin teorik olarak nasil yapildigi anlatilacaktir...>>
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6.4. Burkulma ile Ilgili Piif Noktalar:

1. Akma Gerilmesi (0,;) sadece malzeme cinsine bagh olmasina ragmen; Burkulma gerilmesi (oy,,) malzeme cinsine,

geometriye ve sinir sartlarina bagh degisiklik gosterir.

2. Akma Gerilmesi (o0,;) sadece deneysel olarak bulunabilir, Burkulma gerilmesi (oy,) ise deneysel 6l¢climlerin yanisira

teorik olarak da hesaplanabilir.

3.  Burkulmada basi ytikleri ve basi gerilmeleri s6z konusudur ancak hesaplamalarda isaretleri + olarak alinir.

4.  Sinir sartlarina bagh olarak cubugun burkulmas: farkl P¢f1 F’Crz @3
modlarda gergeklesebilir ve herbir modda kiris farkl bir i T[_
. =
deformasyon sekline sahip olabilir Genel anlamda en 2 -1-3
L
kolay 1nci modda burkulur. Herbir mod i¢in farkli bir L 3
L ¥
kritik burkulma ytiku s6z konusudur. > L
o
- - .
5. Dizlemlere gore sinir sarti farki yoksa, kolon éncelikle minimum B P g
Cra cr
asal atalet ekseni etrafinda donmeye calisir yani burkulur. "= . n=2 = 33
(Bu madde 6.1.1 konusunda daha detayli aciklanmigtir. ) (a) (b) (©)
Sekil 6.6
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6.5 Elastik Egri Benzesimi ile Euler Burkulma Yaklasimi

* Buyaklasim, egilmeye maruz Kkirislerin elastik egrisindeki kabul ve denklemleri esas alir,

* Eksenel ytiklerdeki burkulmaysi, yanal bir elastik egri gibi dustintr ve
* Kritik burkulma ytiklerini farkl sinir sartlari icin hesaplamamizi saglar.

3.1 nolu Elastik Egri konusunda
anlatildigi uzere dusey yuklu bir kiris
diistinelim. Bu Kirise ayrica eksenel
yatay bir P kuvveti etki etsin.:

o

>
q

‘___

| 111 B«

»
|

Elastik egri
Sekil 6.7

3.1 denkleminden 4 d?y M(x)
Kirigin egriligi: T dx2  El

03.12.2023

Kirisin sekil degistirmemis hali dikkate alinirsa

* Egilme i¢c momenti M’in tizerinde P’nin etkisi yoktur.
* Egilme ve elastik egri konularinda bu kabul yapilmistir.

1
PL&J\M:A x—F.A
y "OF

Bu hesaplamalar Hooke kanunun gecerli oldugu oranti sinirina kadar (basi egrisinin dogrusal kismi i¢in)gecerlidir.

Euler yaklasiminda:

> E

oranti siniri

Sekil 6.10

 Kirisin elastik egrisinin sekil degistirmis

hali dikkate alinir.

* Sadece Kkiris ekseni dogrultusunda P basi
kuvveti oldugunu kabul edilir.

P P P
—
5 }V Sekil 6.8 T RIS -
A, t . [ Sekil 6.11a i P =2
Kirisin sekil degistirmis hali dikkate alinirsa ; . =P y Kolon |~
* M’in tizerinde P’nin etkisi vardir. Soyleki: Y x = ~;~:%— N

H Ar :I
P !
—|_ )
Sea__ Y
Ay X ‘\-| N

sekilg 11 M= Ayx—F.Ar+Py

*3.1 denklemi yukaridaki her iki durum icin de gecerlidir.
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Sekil 6.11b I
Kirisi boylamasina gevirirsek
kolon elde ederiz.
Kolonlar i¢in de Euler
yaklasimi aynen gegerli olur.

Simdi Euler yaklasim mantigindan

I

Fer

Sekil 6.11c

hareketle farkl sinir sartlarina sahip
kolonlar i¢in P, yiiklerini elde edecegiz...>>
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6.6 Farkli Durumlar icin Euler Burkulma Formiilleri X4
6.6.1 Alt ve list uclan Kkiiresel mafsall ve iist ucu ayrica kayabilir kolon kZesit h=>b 1 P
L uzunlugunda, P eksenel kuvvetine maruz kolon diistinelim . Kesit simetriktir ve asal atalet A B h_b3 T
eksenleri z ve y dir. I, < I dolayisiyla minimum asal atalet momenti [, ;, = [, =I olur. Kolon bu h{t-->y ° bl}i‘ | O\i\oE
diizlemde z ekseni etrafinda doner yani burkulur ve y yoniinde bir yanal deplasman olusur. b YT 12 ?\:\\
[-I kesiminin sekil degistirmis halinin dengesinden (XM, =0->P.y+M =0 —->M=-Py X 4 5 \‘\\\t\\
3.1denkleminden: - % =y' = g = = % ; % = k? olarak tamimlarsak | E C l:_l\_/l_ | y I:':,' L
y' +k?y =0 Y |
Bu sabit katsayis1 homojen diferansiyel denklemin genel ¢oziimii: y = Acoskx + Bsinkx seklindedir. i ,/,/I X
A ve B sabitlerini sinir sartlarindan bulabiliriz: Mesnetlerde bir yanal deplasman olmayacagindan; A i --------- Ax;'_ _____ J__ i S
x=0 icin y=0=Acos(k0)+ Bsin(k0) =A.1+0 --mm > A=0 P oo y

_ .. A D —_n . . _ Burada B sifir olamaz (B#0). Ciinkii A=0 oldugundan her durumda y=0 ¢ikar ki burkulmanin
¥=L i¢in 'y =0=Bsinkl =0 -->B Sm(kL)_O} hi¢cbir zaman olmayacagi anlamina gelecektir ki bu da olamaz. O halde sin(kL)=0 olmalidir.

P :
P yavas yavas arttirilir, k degeri de artar ve P= P,, degerine eristiginde burkulma olugur ve burkulma aninda: k? = % ve sin(kL)=0 olur.
Bu durumda kL=x, 2x,....,nz degerlerinden birisi olmaldir. ) , T2EI
(burkulma mod numarasi: n=1, 2, 3,.... ) >r1 nolu modda burkulma yiikii: Pr—n =n 12 (6.2)
2 2
_ . nm 2 oM Py . m?El
KL=nz alinirsa:  f = - k“=n 2 El Ik modda (n=1) Pir—1 = 12 (6.3)
s n deger1 sinir sartlarina gore degisir. 2nci modda (n=2) Pyr_y = 22Pyy_y = 4Ppr_y
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X4
6.6.2 Alt ucu ankastre, iist ucu serbest kolon ! ) l R X ) P
I-I kesiminin sekil degistirmis halinin {ist kisminin dengesinden: M, =0—-> —-P(§—y)+ M =0 B! ',/': - //7
dzy " M P(6 — |E I/I:// E ) ,/' ’
M =P(6 —y) 3.1denkleminden: dxZ Yy = T % yazilabilir. ! i /Y
Burada yine: — = k2 almrsa: y" + k?y = k?8 (sabit katsayist homojen dif. denklem) L E N M
EI | LY ik,
___—_T lllll' : YJ y
Bu dif. denklemin genel ¢oziimii: Yy = Ccoskx + Dsinkx + 6 (sehim denklemi) o f E P
y' = —CkSinkx + DkCoskx (egim denklemi) é i X ;
Ankastre ucta egim ve sehim sifirdir: E ' E
dy N
— - = 2 — = — n0 + DkCosQO  ----- D=0 NG e R s by i
=0 igin ¥ =g =0 = ~CKSin0 + DkCos0 -2 y=8(-coskr) [T TRy
x=0 icin y=0 = CcosO + Dsin0 +¢§ ---->C=-6 bulunur. Sekil 6.12

P yavas yavas arttirilir. P<P, . degerine kadar bir y deplasmani yani burkulma olusmaz. P=P, . degerine ulastigi anda B noktasinda
x=L icin y= ¢ olacaktir ve bu anda burkulma olustugu sdylenebilir.

O halde burkulma aninda:

60 =6(1 kL) - kL =0 kL T —Bn o 1,3,5
- —_ = — = =
( coskL) - cos - X R > ,n=(13,5,..) 22E]
2 PkT—l = 2 (64)
itk burkul d 1icin kL i kL = n - T Pier—1 4L
urkulma modun = 1 icin =5 — =5 - =17 T g
155
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Ornek 6.1 Alt ucu ankastre, list ucu serbest olan kolona, serbest ucundan P kuvvetine ilaveten
M, tekil egilme momenti uygulanirsa Burkulma ytikii ne kadar degisir? N J 4L
Cozlim v

M, momentini de hesaba katarak 6.1.2 maddesinde islem adimlariyla sonuca ulasacagiz:
[-I kesiminin sekil degistirmis halinin tist kisminin dengesinden:

SMp =0 P —y)+My—M=0

d* — .
M =M,+P(6—y) 3.1denkleminden — —)2] =y = M = Mo + PO —y) yazilabilir.
dx EIl EIl
— EIy" + Py — (M, + P§) =0  (sabit katsayili homojen dif. Denklem)
P _FS_V}Q- -
— = k? olmak iizere, bu dif. denklemin genel ¢6ziimii: y = CSin(kx) + DCos(kx) + H _
El Sekil 6.13a
dy . d’y 2 2
i A CkCos(kx) — DkSin(kx), == Y'= —Ck?Sin(kx) — Dk?Cos(kx)
X

—— EI[-Ck?Sin(kx) — Dk?Cos(kx)] + P[CSin(kx) + DCos(kx) + H] — (M, + P§) = 0

, p M, + P§
EI[—C = Sin(kx) = D = Cos ()] + P[CSin(kx) + DCos(kex) + H] = (M, + P8) =0 — H =~°——  bulunur
| M, + P&
— y = (CSin(kx) + DCos(kx) + —p >>
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Buldugumuz denklemleri tekrar yazalim:

>

Sehim (¢co6kme) denklemi: — y = CSin(kx) + DCos(kx) +

P

Egim acisidenklemi: — y'= CkCos(kx) — DkSin(kx)

Simdi sinir sartlarindan C ve D sabitlerini bulalim.

Ankastre ucta, hem sehim hem egim degeri sifir olur.

i i

M, + P§

M, + Pé
y = OT [1 — Cos(kx)]

CoskL >

x=0 icin y' = Z—z =0 - CkCos(0)—DkSin(0)=0 —C=0

. M, + Pé
Y x=0 i¢cin y=20 > DCos(0)+———=0 D= —MO +Po
P P
Sekil 6.13.b { p
. . _ .. _ _ 0 . g
(i: ) Serbest uctaki sehim: x=L i¢cin - y=§ = 2 (CoskL 1> - 5= M (1 ookl
El

Burkulma aninin tespiti: Burkulma aninda :

\

Vs
P arttirilir, bu sirada k terimi de artar. y deplasmani olusmaya baslar. kL = ) ve P =Py
1 >~ 2 72 _ 2 Per 5
kL = % oldugu anda: CoskL =0 - 5-0 ve 6 »o Olur ~ koL (2) E
(Bu sebeple burkulmanin bu anda olustugu kabul edilir.) _ m’El
_/ - PkT'_ 412
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Dikkat edilirse 6.6.2 maddesinde
anlatilan sadece P’nin oldugu
durumdaki, (6. 4 denklemindeki)
ayni kritik burkulma ytikiint
bulduk. O halde :M, momentinin
burkulma yiiktine etkisi yoktur
diyebiliriz.
157



Kolonlarin Burkulmasi -1/ Ornekli Konu Anlatimi

6.7 Euler Burkulma Formiiliiniin Genellestirilmesi :

Asagidaki Sekil 6.14 de gosterilen tiplerin her birisi icin benzer sekilde kritik
burkulma ytikleri hesaplanir ve yandaki gibi genel formuller yazilabilir:..>>

Denklemlerdeki L, : etkin uzunluk olup, kolon tipine gore farklilik gosterir.

Ayrica farkli sinir sartlari i¢in de benzer ¢ozumler yapilarak P_. ve o, hesaplanabilir.

P
l kr lp kr p kr Pkr
Pk?" o o ?
(o) (o] (o]
“““““““ R cf e e N TN T T M‘“
------- 777—7779777777. ' B o o e o
ST
(1) (2) (3) (4) (5)

Kiiresel veya

Ust:  Serbest Diizlem Mafsal

Kiiresel veya

Alt:  Ankastre Duizlem Mafsal

03.12.2023

Kiiresel veya
Diizlem Mafsal

Ankastre
Sekil 6.14

Ankastre
Kayar

Ankastre

Ankastre

Ankastre

I : Burkulma ekseni
dedigimiz kirisin
etrafinda donmeye
calistigi eksene gore
atalet momentidir.
Kiiresel — mafsal ve
ankastre baglantilarda,
kiris ~ minimum asal
atalet ekseni etrafinda
donmek ister ve I =I .
olur. Diizlem mafsalda
ise 1 degeri I, dan
farkli olabilir.

T2EI
P, =
kr Lez
__ Py, mEI
Okr =4 = L2 A
Tablo 6.1
Tip Etkin Kritik
No Uzunluk Burkulma Yiku
(LJ Pkr
1 2EI
2L 412
2EI
2 L Iz
3 V0.5 L 2m2EI
= 0,7L L2
2
dve5 05L amEl
LZ

(6.5)

(6.6)

(6.7a)

(6.7b)

(6.7¢)

(6.7d)

Diizlem mafsal diizlemine dik dogrultuda serbestce dénmeye izin vermez ve
ankastre gibi davranir. Bu sebeple dik yon icin L, = 0.5L alinir. Burkulma kontrolti
dik yon icinde yapitlmalidir. (tablodaki tip 2 icin olan L degeri diizlem mafsalin kendi

diizlemi i¢indir.)

Kiiresel mafsal ve ankastre baglantilarda diger yénlerde farkli bir sinirlandirma
getirmez ve tablodaki L, degerleri degismez. Burkulma kesitin minimum asal

atalet ekseni etrafinda gerceklesir. Bu durumlar ileride izah edilecektir.
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6.8 Narinlik Orani (1) :

Malzemenin basi )
Test diyagrami F
Euler /,
— 0'p
””””” Oak
Sekil 6.15.a
03.12.2023

oranti sinirl1

\4

Cubugun geometrisine bagh bir 6zelligi olup su sekilde tanimlanir: A= (6.8)

6.8 denklemindeki i terimi atalet yaricapidir: i = % (6.9)
Bu durumda 6.6 Euler genel denklemindeki
kritik burkulma gerilmesi 6.10 25
denklemindeki gibi ifade edilebilecektir: Oranti Sinirina kadar: Oryr = e (6.10)
(oxr<opveyad = A, ) A2
E
Oranti sinirinda (o, = 0, ) narinlik oraninin kritik degeri: Ap =™ = (6.11)
p

Dikkat: Euler formiilleri (6.2-6.11 denklemleri) oranti sinirina kadar gegerlidir.

(Ciinkii Euler formillerinin dayanagini olusturan elastik egri benzesimindeki
5.3 denkleminin ¢ikariminda Hooke bagintisi kullanilmistir.)
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6.9 Tetmajer Amprik Denklemi Oranti sinir1 asildigl zaman burkulma ytuiki hesaplarinda deneysel verilerle
elde edilmis olan Tetmajer Amprik Denklemi (Denklem 6.12)kullanilir:

Malzemenin basi A O

Test diyagrami
> &€
Eu]er\ o oranti sinir1
Ny S O'p
”””” Oak
Tetmajer Malzeme a
Sekil 6.15.b St 37 310

St 50 - St 60 335
%5-Ni-Celik 470
Kir dokiim (GG) 776

Nicin «Tetmajer dogrusu» denir?

b

1
0.62

C

© O O

o

Oranti Sinir1 Asildiginda: Orr — a —b A+c 22 (6.12)
(O)r > 0, veya 4 < 4p)

E (GPa)

210
210

210
100

Tablo 6.2 Tetmajer Amprik Denklemi sabitleri

o, (MPa)

190
260

280
154

Okr
Ao
104 O'p
89
86
80

Sekil 6.16

Tetmajer denklemi 2nci dereceden olmasina ragmen Tablo 6.2 den goriilecegi lizere c sabiti bircok malzeme igin sifirdir.
Tetmajer denklemi genelde dogrusal olur ve bu sebeple tetmajer dogrusu da denilebilir.

* oy, dis yiiklerden bagimsiz olup, kolon malzemesi ve geometrisinin bir ozelligidir ve euler veya tetmajer bolgesinden birisinde
olabilir ancak cismin tizerindeki gercek gerilme (o =P/A) ayni béolgede olmak zorunda degildir.
* Eger oranti sinir1 belli degilse o, = 04y alinabilir.

* Koordinatlart (N ,,, 6,,) olan nokta Euler hiperbolii tizerindedir fakat Tetmajer dogrusu lizerinde olmayabilir. Bu sebeple bu nokta

icin 6.10 denklemi gecerli olsa da, 6.12 denklemi saglanmayabilir.



Kolonlarin Burkulmasi -1/ Ornekli Konu Anlatimi x T
6.10. Ik Burkulma hangi eksende ortaya ¢ikar?
Su ana kadar kolonun burkulmasini x-y diizlemi igerisinde inceledik ve z ekseni etrafinda lp kr

donmeye calismasi seklinde diistindiik.
Kiiresel mafsal

Ancak sinir sartlari ve Kkiris kesitine bagh olarak kirisin ilk burkulmasi dik dizlemde ve y (veya ankastre veya
serbest olabilir)

ekseni veya farkl bir eksen etrafinda da ¢ikabilir.

Kritik burkulma ytkiinu tespit ederken bu durum mutlaka géz oniine alinmal ve I I

irdelenmelidir. Ciinkt 6nemli olan kolonun ilk burkuldugu andaki P, ytikiini bulmaktir.

2 sinir sart1 kategorisi i¢in ilk burkulmanin ekseni tespiti farklilik gosterebilir:
Kiiresel mafsal

6.10.1 ) Sinir Sartlarinin Yone Gore Degismemesi Durumunda Burkulma : kastro olabilir) g Y
. . . veya ankastire olapnillr -

Ekseni Tespiti (kiiresel mafsal, ankastre ug, serbest ug) Ve rs

Kiiresel Mafsal ve Ankastre baglantilar, Kirisi tiim yonlerde ayni sekilde sinirlar, yani Sekil 6.17

baglanti bolgesinde tiim yonlerde 6telenme veya donme serbestlikleri aynidir. Kolon kesiti alternatifleri (I-I kesimi)

Burkulma ekseni L. =]
min — 1z

\&6& z o+ \Zﬂ

A

Serbest uc icin de ayni seyler sdylenebilir.

Bu durumda kendi kesitinin minimum asal atalet ekseni etrafinda kolonun bir miktar

donmesiyle ilk burkulma gergeklesir. Bu sinir sartlari i¢in daima [ ;, kullanilir ve s y ‘ >
y
etkin uzunluk daima kiiresel mafsal i¢in L, =L, ankastre icin ise L_=0.5L dir. Kesit
Simetrik olmayan kesit Simetrik kesit
geometrisine bagh olarak I =1, bulunur. (a) ekl .15 (b)
€Kll 0.
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Kolonlarin Burkulmasi -1/ Ornekli Konu Anlatimi X /I\ Aynl kolonun XT
" farkli diizlemlerden

6.10.2) Sinir Sartlarinin Yone Gore Degismesi Durumunda lp SR EEAE ~ P,
Burkulma Ekseni Tespiti (Diizlemsel Mafsallar) Kayar fer gorintsleri ’
diizlemsefl_?q% kesit ankastre { ¢
Diizlem mafsal gibi baglantilar, kendi diizleminde (veya baska mafsal , h>b
$ VA
ifadeyle duzleme dik eksen etrafinda) donmeye izin vermesine h _ hb?
i “F>Y I L
ragmen, dik duzlemde (duzleme paralel eksenler etrafinda) L 123
b bh
donmeye izin vermezler. Sabit Iy = 12 ankastre
diizlemsel z
o 57\'7
Dolayisiyla dik diizlemde ankastre gibi davranirlar. Kendi diizlemi mafsal fﬁ%l—) Y
icin donmeye izin verdiginden etkin uzunluk Le=L ve simetrik Le=1L Le=05L
Sekil 6.19a Sekil 6.19b

kesitli Kkirislerin burkulma ekseni (kirisin etrafinda donmek

Burkulma ekseni: z Burkulma ekseni: y

istedigi eksen) z dir.

5.6 denkleminden: \ m2El, / n?ElL, n*E(41))
Ancak dik diizlemde ankastre davranis dolayisiyla Le=0.5L ve Prr—z = 12 Per—y = (0.5L)2 - 1z
burkulma ekseni y olacaktir. Kendi diizleminde I=I,, dik diizlemde
ise I=I;, alinmahdir. Her iki diizlemde hesaplanan kritik burkulma I, < 4l, durumunda - P, ,< P,,_,  olacaktmr.

yuklerinden hangisi kiictk ise kritik burkulma yiuku (P, ) degeri )
Bu durumda Once x-y diizleminde

odur. Veya oy, degeri kiiciik olan diizlemde ilk olarak burkulma yani z ekseni etrafinda burkulma

olur diyebiliriz. meydana gelecektir. O halde: = Pir= Prr—
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6.10.3) Narinlik Oranindan Ilk Burkulma Eksenin Tespiti:

xT Ayni kolonun XT

- farkh diizlemlerden ~_

, Kayar Py, gorunusu Py
m2E : : : kast o
(Okr= ?) — 6.10 denkleminde paydaki (72?E) ¢arpimi sabit diizlemsel ’—}H\\;E esit anieas re\$* OE
oldugundan minimum oy, degeri maksimum A degerinde mafsal 2 h>b
. hb3
ortaya ¢ikar. (Tetmajer dogrusuna baktigimizda yine ayni seyi L h —> y I, = 17 L
soylememiz miumkiindir. ) Bu durumdan tim durumlan b bh3 ,
kapsayacak sekilde sdyle genel bir kural ¢cikarabiliriz: Sabit 12 ankCZlStre
] dﬁzlemself;;l_) y A
IlIk burkulma Narinlik orant ( A ) en yiiksek olan kesit mafsal
_ Le =1L Le = 0.5L
ekseninde olusur.
Sekil 6.19a Sekil 6.19b
Yanda iki farkl gortinist verilen kolon icin,
L. L 05L L
6.8 denkleminden y ve z eksenlerindeki narinlik katsayilarini1 hesaplarsak: A, = T =

Kesite gore h>b oldugundan I, < I,, ve dolayisiyla I, = L5,

I, <4l, ise - 21,>4,

I, >4L, ise —A,<4,

03.12.2023

= Amax= 4

= Amax= Ay

JE
A

p_— —

’ y
Lo
A A

olur. x-y diizleminde (z etrafinda)burkulma olusacaktir. =~ = Pxr= Pyr—;

olur. Xx-z diizleminde (y etrafinda)burkulma olusacaktir. = Pyr= Prr_y
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Kolonlarin Burkulmasi -1/ Ornekli Konu Anlatimi Ozel problemlerde baglantilarin serbestce
6.11 Kolon Problemlerinde Izlenecek Yol Haritast: izin verdigi déonme ve 6telenmeler iyi analiz
edilerek, hangi mesnet tipine uygun oldugu
ve hangi kolon tipine girdigi dogru tespit
1.Adim - Burkulma Yiiki Tespiti: 4 adimi vardir. edilmelidir. Bazi durumlarda kolon farkl
_ o o _ 5 _ _—" duzlemlerde farkl tiplere sokulabilir. Ayrica

1.1- Sekil 6.14 ve Tablo 6.1 den kolonun hangi tipe girdigi ve etkin uzunlugu ( L, ) belirlenir. 2 den fazla baglanti s6z konusu ise burkulma
modu sekil 6.6 ‘den dogru tespit edilmelidir.
Eger hicbir tipe sokulamazsa, 6.6
konusundaki gibi burkulma formiilu Euler

Boyutlar1 ve malzemesi belli bir kolonun tasiyabilecegi eksenel basi ytikii asagidaki adimlarla bulunur:

1.2- Euler veya Tetmajer formillerinden hangisini kullanilacagina karar verilir. 2 alternatif vardir:

1. Alternatif: Narinlik oranlarinin karsilastirilmasi kiris benzesimden hesaplanmahdir.
6.8 denkleminden 1= E _ Le 6.9 denkleminden oranti E A=A, ise Euler kullanihir
mevcut durumdaki i i ’ simirindaki narinlik Ap =T |—
narinlik orani belirlenir: I orani belirlenir: Op A<, ise Tetmajer kullanilir

2. Alternatif: Euler kabul edilip kritik gerilme (oy,- ) 6.10 denkleminden hesaplanir. Denklem: 6.12
Denklem: 6.10 v
S n2E  g2El

Okr = =

Okr > Opise Euler kullanilamaz, Buldugumuz o;,- degeri dogru degildir. Tetmajer kullanilir: oy, = @ —b A+c A2 gegerlidir.

Az Le2 A™ g, < 0p ise Euler kullanilabilir. Buldugumuz oy, degeri dogrudur.

*Bulunan kritik gerilme i¢in: o3, = 0} _4kmq 1S€ Once basi hasari olusacaktir. Bu durumda 2nci adima gecilebilir. Clinki P olacaktir.

max — Pb-max
1.3- P, = 0y,.A burkulma ytiki bulunur. (Buraya kadar ki tiim adimlar kiiresel mafsal ve ankastre baglantilar icin ttim durumlarda gecerlidir.)
1.4 - Baglant1 diizlem mafsal vb sekilde olup yone bagh sinir sartlarini degistiriyorsa o yonlerdeki burkulma kontrolii de mutlaka yapilmalhdir.
2. Adim - Bas Yiikii Tespiti: Bas1 emniyetini asmaya sebep olacak yiik: Pj.ex= Ob—akma-A4 hesaplanir.

Okr< Opasi—emn 1S€ bu hesaba gerek yoktur. Cinkt 6nce burkulma olacaktir P, = P, olur

3.Adim - Maksimum Yiikiin Tespiti: P, ve P, ,,, degerlerinden kii¢iik olani Kolonun Tasiyabilecegi maksimum yuk (P,,,) degeridir.

max.

03.12.2023 Mukavemet Il — Ders Notlari / Prof. Dr. Mehmet Zor 164



Kolonlarin Burkulmasi -1/ Ornekli Konu Anlatimi

Ornek 6.2
Alt ucundan ankastre
islevselligini yitirmeden
maksimum P yukini hesaplaymniz.
malzemesi gevrek olup c¢eki-basi
asagida verilmistir.

i c (MPa),

edilmis

Oc—akma &/

60t/

kolonun
tasiyabilecegi

Kolon

diyagrami

3m

-100

N diyagramlari

' Op—akma

Ceki ve basi deneysel

03.12.2023

Coziim:

6.11 maddesindeki yol haritas1 adimlarini takip edecegiz:

1.Adim : Burkulma yuku (P, )tespiti

Bu kolon Sekil
6.14 deki tiplerden
Tip 1 ‘e girer

1.1-) P, l

Tip1
Bir ucu serbest,
diger ucu ankastre
Tablo 6.1’den
etkin uzunluk

L, =2L

Elastiklik modiili ( E) hesabu:
E =tanf = 60/3x10~%
E = 200x103MPa

Kesitin minimum atalet momenti
40x1203

L, = T 5760x103mm*
120x40° ;
I, =——— = 640x103mm*
12
,<I, = I;= Imin
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1.2-)Euler'mi ; Tetmajer mi kullanilmahdir?

2. Alternatiften
Euler’i kullanabilecegimizi kabul edelim:

(Denklem: 6.10’dan burkulma gerilmesi)

2. E. Ly,
Okr = ez 4

n2(200x10%). (640x10%)

- = 7.31MP
%kr = (2x3000mm)2. (120x40) “

Soruda verilen diyagramin basi bélgesine
dikkat edilirse, oranti sinirindaki gerilme:

a, = 100MPa

(Burkulmada basi kuvvetleri ve gerilmeleri
pozitif isaretli diistindillir.)

Orr < 0p  (7.31 <100)

— 0 halde Euler’i kullanmamiz dogrudur.

bas1 akma gerilmesi

Op—akma = 0p = 100MPa
165
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1.3-) Burkulma yiki: Py, = 0y,. A = (7.31)(120)(40) — P,,.= 35088N

1.4-) Sinir sartlarini yone bagh degistiren bir baglanti ( diizlem mafsal gibi ) yoktur.

2.Adim : Bas1 yiikii: Py max = Ob—akmad = 100 (120)(40) = Py_max= 480000N

3.Adim: Max. YKk tespiti: = Py < Py_pmax — Once burkulma olusur. - B, ,,= Py, = 35088N

Not: 1.2 adiminin sonunda oy, < 0p_gkmaq 0ldugu ve once burkulma olacagi gortilebilirdi.

Bu durumda P, ,, =P,, olacagindan 2nci adimdaki P}, _, 4 1 bulmaya gerek kalmazd..
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(Buckling of Columns) %@E

6.b KOLONLARIN
BURKULMASI-2

Ornek Problemler
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Ornek 6.3
Sekildeki ahsap kolonun
emniyet katsayisi ek=3

guvenligi ile tasiyabilecegi P

C6zim: 6.11 maddesinde anlatilan yol haritasin takip ediyoruz.
1.Adim) Burkulma yiku (P, )tespiti

p krl

1.1) Kolon tipi (bknz: konu 6.7)

Bir ucu serbest,

1nci alternatiften gidelim:

1.2) Euler mi, tetmajer mi kullanilmali?

yikund hesaplayimniz. diger ucu ankastre: Narinlik oranini hesaplamaliyiz:
E=10 GPa,_Y = 65 mm, | Tip1 .
A, =80 Z =35mm L | Lo L, Y = 65mm
(Gerekli olursa) Tetmajer Denklemi i Tablo 6.1 den etkin uzunluk A= T 30mm |, 7
X :, B B min cl1 B
b G =293-01947 ! Le =2L=2m A El 7 = 35mm
— &[G, G® AJ y
Kesit simetrik degildir. Minimum asal atalet ekseni etrafinda donmek ister. 2 Ge |  |30mm
_ Kesit I;min = minimum asal atalet momenti asagida hesaplanmistir: 180 mm Y
Y, Kesit alani: A = 90 x 30 + 180 x 30 = 8.1 X 103mm?
30mm | Z ] S
1m 30 x 90° ,] - [180 x 30° ,
c y I, = 1z + (90 x 30)(75 —35)°| + — 17 + (180 x 30)(15 — 35)*| = (8.71)10° mm*
o
€ G - ) -
S Z 90 x 30° 1 [30 x 1803
= . o I = |—5—+ (90 x 30)(15 — 65)2| + —5— + (180 x30) (90 - 65)2] = 24.9 x 10° mm*
7Y 180 mm ) R
I, = [(90 x 30)(75 — 35) x (15 — 65)] + [(180 x 30) x (15 — 35) x (90 — 65)] = —8.1 X 10° mm*
I; + 1 I, — 1 i 2 6 4 6 4
Imaxmin = > + — +1,,° = Imax = 2826 X 10° mm™; [y = 5.353 X 10° mm

168
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o L, 2000
Narinlik oranu: S A=—= =778..<80 — A<, oldugundan Tetmajer kullamlmaldir.
l \/5.353 x 106

8.1 x 103

O = 29.3 — 0.1942

Soruda verilen Tetmajer denkleminden burkulma anindaki gerilme:

Orr = 29.3 — 0.194A = 29.3 — 0.194(77.82) = 14.21MPa,

Oranti sinirindaki gerilme m?E  m?10(103)

Euler Hiperboli denkleminden bulunabilir: %p = 2 302 = 15.42MPa
p

(Dikkat: (Ay; o, ) noktast Euler hiperbolii tizerindedir fakat tetmajer dogrusu tizerinde
olmayabilir. Bu sebeple a,, degerini Tetmajer dogru denkleminden bulmak dogru olmaz.)

Basidaki akma gerilmesi: 9p—akma = Op alinabilir.

14.21 < 1542 - Okr < Op—_akma — O halde 6nce burkulma olusur.

1.3) Kritik Burkulma Yukii: Py,.= 03rA = 1421 x 8100 = 115.1 x 103 N = 115.1 kN

Emniyetli Burkulma Yiikii: = Pkr—em= Pir/n = 115.1/3 = 38.37 kN = Bnax (Emniyet sirlari icinde
uygulanabilecek max. Kuvvet)

Yol haritasindaki diger adimlar1 yapmaya gerek kalmamistir.
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e

.n.I

7m

Ornek 6.4 \
X

0
P

7m
tupe

T

P

uzunlugundaki

maksimum
yukiinu hesaplayiniz.

\E=200GPa, O ukema =250Mpy

70 mm

75 mm

celik
uygulanabilecek
eksenel basi

03.12.2023

Cozim:
Bas1 mukavemeti acisindan once incelersek;

Py—max = |0p—akmal-A = |=250].7(75% — 70%)

Burkulma ytiku (P, )tespiti
6.11 maddesindeki yol haritasindaki adimlar takip edecegiz.

1.1- Kolon tipinin ve etkin uzunlugun tespiti:

Tulpun bir mesnetlenmesi yoktur. Bu durumda hangi tipe sokabiliriz?

Bu yukleme durumu igin, her iki uc, tiim yonlerde donebilir.
Her iki ucta da bir egim ag¢is1 olmasi s6z konusudur.
Yikleme ve sinir sartlar1 simetriktir ve orta eksene gore simetrik bir

burkulma beklenir.

Tim bu durumlar ise Tablo 6.1'deki tiplerden 2 numaral tipin kiiresel

mafsal durumuyla saglanir:
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= Py_iax= 569.4kN
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1.2 ) Euler’i mi Tetmajer ‘i kullanacagiz?

2. alternatif’ten gidersek

W2E w2 Ly, T2200x10%.7 (75% — 70%)
Euler’i kullanacagimizi kabul ediyoruz: oy, = 7 - leza (7x10%)2. (752 = 702) = 106MPa

Oranti Simirindaki gerilme:  Op = Op—_akmq =250MPa  alinabilir.

= 0kr< 0p  oldugundan Euler kullanilabilir. Buldugumuz oy, dogrudur.

Celik siinek bir malzemedir ve siinek malzemelerin basi ve cekideki akma gerilmesi esittir:  0p_qxma = 250MPa

Okr < Op—akma  oldugundan énce burkulma olusacagini séyleyebiliriz.

1.3 ) Burkulma yiikii:  Per= 0yy. A = 106.7. (752 — 702) = 241431.4N = 241.4kN = Ppqy

Veya yiikler acisindan kiyaslama yaparsak: = Py < Pp_max = Pnax = Pir = 241.4kN
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03.12.2023

H-H Kesiti
y

ORNEK 6.5
Sekilde goriilen AC ¢elik cubugu B

noktasindan, y ekseninde
donebilen surtinmesiz
tekerleklerle desteklenerek, P

yukiine maruz birakilmistir. A ve C

de ise kiiresel mafsallar

mevcuttur. Sistemin burkulma
emniyet katsayisini ek=2.5 alarak
emniyetle tasinabilecek P
kuvvetini hesaplayiniz.

A = 7.8 x 103 mm?

L=10m

I, =57 x 10 mm*

I, =20 x 10® mm*

y
Ap = 105
E= 210 GPa

Oakma =300MPa

C6zim:
x-z diizleminde (y ekseni etrafinda)burkulma:

Sadece A ve C kiiresel mafsallar: diistintldigiinde

Tlp 2 &
mod?2 K

kolon tipi 2 dir. (bknz: sekil 6.14, tablo 6.1)
SL
B mesneti de bu diizlemde sekil degistirmeye etki eder, ng -
(z yoniinde deplasmani engeller.) Bu sebeple burkulma /
0.5L
modu bu diizlemde n =2 dir. (bknz: sekil 6.6.b) 7 \

Etkin uzunluk (tablo .6.1den)
L,=L=10x103mm

Atalet yaricap! (Denk. 6.9dan)

™

| f2ox0
T 1A T |78 x 103 " 0oy

n=2 modundaki emniyetli burkulma yuki (Denk. 6.2 ‘den):

n?m?El,  2%m? (210 x 10%)(20 x 10°)

Narinlik orani (Denk. 6.8den)

_ L 10000 19747
i 50.64 '

A> Ap — Euler kullanilr.

= 663237 N

Pkr—y—em— L 2 ek
e -
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Kolonlarin Burkulmasi-2 / Ornek Problemler

x-y diuzleminde (z ekseni etrafinda)burkulma:

B mesnetinin sekline dikkat edilirse bu diizlemde sekil
degistirmeye etki etmez. (y yoniinde deplasmana izin Tip 2
verir, sanki bu diizlemde B mesneti yok kabul edilebilir.) Mod 1

Bu sebeple burkulma modu bu diizlemde n =1 dir.

L,=L=10x103mm,

|l _ [s7x05 L,
1 = 1 = 7.8)(103_ . mm —>/1_T_

Emniyetli burkulma yiki (Denk. 6.2 ‘den):

10000
85.48

~

n*n?El, 1?12 210 x 103 x 57 x 10°

Per_yom = ~ 472557N
Krozmem T L2 ek 100002 X 2.5
Emniyetli basi yuku:
Ouemad  (300)(7.8 x 103
Ppy_om = —24 _ 300X ) _ 936000N

ek 2.5

03.12.2023
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SL

SL

<v

- A> /1p —  Euler kullanilir.

R Pir—y_em = 663237 N bulunmustu.
= Prr—z—em< Pir—y—em < Pp—em 0ldugu igin 6nce z
eksenin etrafinda (x-y diizleminde) burkulma olusur.
Cubugun tasiyabilecegi emniyetli yuk
= Pnax= Pxr—z—em = 472557N
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ORNEK 6.6

IF

FZG >

A X X B ucundan sabit diizlem mafsala bagh olan BC kirisi, C ucundan bir AC

w
Q
--->

diisey kolonu ile desteklenmistir ve kirise F diisey kuvveti uygulanmistir.

CI

"1 AC kolonunun emniyetini basi ve burkulma a¢isindan kontrol ediniz ve
burkulma emniyet katsayisini belirleyiniz.
L (Tim baglantilar diizlem mafsal 6zelligi gostermektedir. B mafsal x-z, A

av || av ve C mafsallari ise x-y diizlemindedir.)

y
7 e i ;A AA- --> Verilenler:

F =250 kN, E=210GPa, L=15m,a=05m,

t a-a Kesiti t b= 60 mm, h=80 mm, s=8 mm, t=6 mm
b

y

(bast emniyeti) : ap, = —100 MPa

oranti stnirt: o, = 190 MPa,

A <A, olursa o= 310 —1.144 (MPa)

Coziim..>>
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G6zim: 6.6 6.11 maddesindeki yol haritasin takip edelim: lP kT
Statik analizden, AC cubuguna gelen eksenel basi 5
kuvvetini hesaplayalim: 1. Adim - AC kolonu i¢in Burkulma Yiikii tespiti L 4 c
lF=250kN 1.1) Kolon hangi tipe girer? Etkin uzunluk nedir?
' 2a 3a g x-y diizleminde inceleme |
O e s 2 |
4 ist u¢: kayar diizlem mafsal,
[/ )/ F alt ug: sabit diizlem mafsal gibi davranir.
AC
Mg =0 = 2aF —5aF, =0 - Bu mafsallar z ekseni etrafinda donmeye izin verirler.
AC | Bu sebeple bu diizlem icin kolon Tip 2’ye Al
- ZF 2 250 = 100 kN X v girer. (bknz: konu 6.7)
AC T b T B tablo 6.1 den bu tip icin etkin uzunluk L, =L =1.5m dir Tx
P
XX x-Z diizleminde inceleme 1 kr
| L=15m Ust ve alt baglanti y ekseni etrafinda %E
ﬁ:l qu dénmeye izin vermez (ankastre). Ust ug¢ x
yoninde harekete izin verir alt tist sabittir.
! Bu sebeple bu diuizlemde kolon Tip 4’e girer. Tip 4
tablo 6.1 den bu tip icin
v Fc
- A Al etkin uzunluk L, ,=0.5L =0.75m dir
= € if-gf A P i
<« /77
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1.2)Burkulma acisindan euler veya tetmajer formiillerinden hangisini kullanacagiz? b=60mm , s=8mm, h=80mm , t=6 mm

1.Alternatifi kullanirsak: 4 ve A, narinlik oranlarini tespit etmemiz t t
ve karsilagtirmamiz gerekir. }‘_’\‘7 b 4’\‘_’(

(6.11 denkleminden) E 210x103MPa
Orant1 sinirindaki narinlik orani: 4, = T o =T 190MPa = 104.44
p h
Farkli burkulma tipleri oldugundan narinlik oranlari her iki diizlem i¢cinde belirmemiz gerekir.

Kesit Alani: A = bs + 2ht = 1.44 x 103 mm?

bs3 th3 I 0.514 x 106 L._ L 1500
L, 7 + 2 17 0.514 x 10° mm* - i, 1 \/ 144 % 10 18.89mm - A, i L 18.89 z
sh3 ht3 b t\° /1 1.192 x 106 L._, 05L (0.5)1500 -
= — _— —_ —_ >~ 6 4 | = —y = = A = y: = A == 26
L, T + 2 1 + ht (2 + 2) = 1.192 x 10> mm~* - i, y \/ 144 x 10° 28.77mm = Ay L ; 28.77 y

A, > A,  oldugundan ilk burkulma z ekseni etrafinda (x-y diizleminde) olusur.

A, < A, oldugu igin Tetmajer formiilii kullanilir: 0k, = 310 — 1.144, =310 — 1.14x79.4 = 21948

Tetmajer bolgesi i¢in saglama: ——» 0y, > 0, olmall — 219.48> 190 saglaniyor.
: if i jer’i ldugundan Eul
2 Alt.el.“nlatlf ile Euleryeya Tetrr.la.]el: in n2EL . m2x210x103x0.514x10° oldugundan Euler o
hangisinin kullanilacaginin tespiti séyle g, = > = - - = 328.8MPa >0, kullanilamaz, O halde Tetmajeri
de yapilabilirdi: L~ A 1500< x1.44x10 kullanmamiz gerekir
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Kritik burkulma yuku:

Burkulma Kontrolii:

P, 316
ek ==L = =316

Burkulma icin emniyet katsayisi : =
F,, 100

Burkulma olmaz ama Bas1 emniyeti asilmis olabilir mi?

F,e 100 x 103
A 1.44 % 103

Mevcut gerilme : lop| = = 69.4 MPa

Basi emniyet gerilmesi: |0b,,,| = 100 MPa  verilmisti

lop| < |op,,,| Basiagisindan da EMNIYETLI

03.12.2023 Mukavemet Il — Ders Notlari / Prof. Dr. Mehmet Zor

Py, = 03y A = 219.48 x 1.44 x 10° = 316 x 103N = 316 kN

Kolona diisen yik F,-=100kN bulunmustu ——

Py, —» O halde burkulma olmaz.

4
Tetmajer

My
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Ornek 6.8 Ornek6.9
Dikdortgen kesitli L

uzunlugunda  aliminyum
cubuk B de ankastre olarak

mesnetlenmistir.  Cubugun

A baglantisi z ve y etrafinda

donmeye ve z yoniinde
Smm

otelenmeye izin verir, fakat
Sekilde goriilen iki ucu ankastre T kesitli cubuk icin Euler bolgesinde

y yoOninde otelenmeyi

burkulma emniyet katsayisinin 2 olmasi istendigine gore ¢ubugun ne kadar

engeller. Buna gore;
1sitilabilecegini (sicakliginin ne kadar arttirilabilecegini) hesaplayiniz.

Her iki dizlemde (x-y ve x-z duzlemlerinde)

— —6 /o — —
a=11x10"/°C, E=210GPa, A, =105 burkulma ytiklerinin esit olmasi icin a/b orani ne

Cevap: AT = 32.3°C olmahdir? Cevap: 0.35
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Egri Eksenli Cubuklarin Egilmesi

Endiistride ve giinliik hayatimizda ¢ok sik karsilastigimiz par¢alardan 6nemli bir

tipi de egrisel eksenli elemanlar ve cubuklardir.

Farkli amaglarla kullanilan bu elemanlar egilme yiiklemesine maruz kalmaktadir.

Bu boliimde amacimiz, egrisel eksenli bu tip elemanlarda, egilme ytiklemesi sonucu

ortaya ¢ikan gerilmeleri ve sekil degistirmeleri formiiliize etmektir.

(Daha odnce Mukavemet 1 -  4ncti konuda dogrusal eksenli ¢ubuklar igin

kullandigimizi yaklasimin benzerini egrisel eksenli cubuklar igin yapacagiz.)
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Egri Eksenli Cubuklarin Egilmesi

7.1 Gerilme ve Sekil Degistirme Hesaplari
Orijinal halinde C merkezli 6 merkez acili daire yay1 seklinde olan egrisel eksene sahip sekil 7a daki ¢cubugun her iki ylizeyine M
egilme momenti uyguladigimizda, ayni merkezli olmak tizere A8 kadar bir ag¢1 artisi olur ve sekil 7b deki son seklini alir.

ry 7.1.1 Onemli Noktalar:

Cubugu liflerden olusmus gibi diistiniirsek;

Yiklemeden once

(orijinal sekil) a. M egilme momenti etkisi ile tistteki lifler kisalir,

alttaki lifler uzar.
b. En fazla uzayan veya kisalan lifler en distaki liflerdir.
r ¢. DEuzamayan liftir, yliklemeden sonra boyu
degismez. Yani: DE = D'E’
d. Cubugun sekil degistirmemis ekseni egriseldir.
Yiiklemeden sonra biraz daha sekil degistirir.
Cubuk Kesiti en az bir eksene gore simetriktir.
Uzamayan liflerin bulundugu Tarafsiz Diizlem
kesitin agirlik merkezinden ge¢meyebilir. Aralarinda
sekil 7.1c e kadarlik bir mesafe vardir. Problem ¢oziimlerinde
bu e mesafesinin hesaplanmasi gerekir.
g. Tam orta kesit icin diisiinlirsek, eksen takimi kesitin
M uzamayan lifine yani O noktasina yerlestirilir.
(Dogrusal ¢ubuklarda G ve O gakisik ve e=0 idi.)
\ /} h. Herhangi bir a-b kesitindeki eksen takimi o kesitin O
’ < noktasina yerlestirilir (sekil 7.1d)
i. Herhangi bir ]-K lifi uzerindeki bir noktada o,
normal gerilmesi o noktanin tegeti dogrultusundadir.
Sekil 7.1d’den J-K lifi ve herhangi bir a-b kesiti

®

-

X f Y 5,-ma¥
&@0‘%&{ B ' Sekil 7_1C|6DC boyunca olan o, gerilme dagilimlarini inceleyiniz.
> (S)2 0 i
a"?eya “ oy, : Sekil 7.1b Simdi herhangi bir y mesafesindeki JK lifinde normal gerilme (o,) formiiliinii ¢ikarmay1 hedefliyoruz:..>>
i - 181
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Gerinme(birim uzama veya kisalma): ¢
Yiiklemeden énce ¢, ibulup — Hooke bagintisindan: o, =E-&, — 0y lieldeedecegiz..>>
(orijinal sekil) :
&,_in bulunmasi
DE = R6 .
Uzamayan lif icin: DE =D'E' — R'6'=RO —
DIEI — R’9’
X JK lifindeki toplam kisalma miktart:
§=]'K'—JK =r'8" —r6 §=(R —y)0'—(R—-y) 6
F=R—y, =R _y =>8=RY —y0' — RO +y§ —
=>8=-y-0'+y-06=—-y(0" —-06)
6 =—y-A6 (7.1)
0'=0+A0=> @' —0=A8
— X 6 &6 -y - A6
JK lifindeki gerinme (strain) miktari: Ex = - ]CK =T,
- y - A6
Ex R—y) 0 (7.2)
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Yiiklemeden once
(orijinal sekil)

Hooke bagintis1: 0x = E - &
Denklem 7.2’yi Hooke bagintisinda
yerine koyarsak:
y - AO Ay
— E _ = — _E  —_
o < (R—y)-9> i & R-y
R—r= E-A0 R —71
Y o, = — : (7.3)
R—-—y=r 0 T
Ancak bu son denklemde R ve A6
bilinmemektedir. Bunlar1 bulmak igin

islemlere devam ediyoruz:

03.12.2023

Kesitteki I¢ Normal Kuvvet = 0

Herhangi bir dis normal kuvvet olmadigi i¢in, i¢ Normal Kuvvet de sifir olmalidir.

Normal i¢c Kuvvet :

y
. | E-A8 R—71
Oy jo‘x-dAzo = — . -dA =0
—X Zz 6 T
y
Sekil 7.2 =>_E'A9fR_r-dA=0
0 r
(E #0,A0 #0 ve 6 # oo olacagi igin) R—7r
integralin dis1 sifir olamaz. O halde:..>> f — dA =0 olmahdir
A
R — R —
j T dA = f_.dA_jdAzo S>R-|—=4 5 R dA (7.4)
r r r T
7
Tarafsiz eksenden gecen egrisel eksenin
(veya uzamayan lifin) egrilik yaricap1
”””””””””””” || |  Ornegin Kesit dikdértgen olursa:
INT
| A b.h h h
aa | R = R = _ _ S>R=—% (75
r T E T v d_A frzb.dT' f‘rZ@ ln_
LN g dr T T n
<- e RSl 2
h| G te . . :
Agirlik merkezinin yeri [r.dA (7.6)
: > (statikten bildigimiz formiil): 7 == |
Sekil 7.3
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Tablo 7.1 : Baz1 Kesitler i¢in R formiilleri:

C C C C
. . . .
‘ | I ‘ : I
L I ' | : |
I 1 | : T 1 | b }’l | b
- 1
| L L E
| T2 I T2 |. | 2
T | T : !
h | - h | h :
I | |
l | L l I Y [ I 1
[ | ‘ J ‘
b b,
Rectangle Circle Triangle Trapezoid
1 142
,’ _h ,—h E? + b
R = l-ro _ % (F + V72 — ¢2) R = ~ zro n= 5 h*(b, - 2)
(7.5) (7.7a) (7.7b) (7.7¢)

03.12.2023
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Yiklemeden once
(orijinal sekil)

Kesitteki Ic Egime Momenti : M

Jy.ax.dAzM N (denk73y1
. yerine koyarsak:)

. (dif. kuvvet)

(momvent kolu)

E-A8 [ (R—T1)?
y=R-—-1r>= j "

E - A6 dA
T RZJT—ZRjdA'I'deA =M

Agirhik

merkezi
denklemi: = 1 = 2 =>jr-dA=f-A ;
E - AO A
7] R

-dA =M >

E - A6O R—r
=>f ( " >-dA=M

E-ABJRZ—ZRr+r2
)

I
<

r

Denk. 7.4

T4 " (dA A J B
fdA r R

r

, ) E-AB )
——|R* Z-2R-A+7-Al=M = ——(-RA+7A) =M

:EAGA_ RY < M :EAH_ M
g AT R)= 9  A(F-R)
E>0
A6 >0 oldugundan EAD dol la - L >0 ]
8 e > () vedolayisiyla A7 —R) olur.
6>0
_ _ EA6 M
Ohalde: >R » 7T—R=e¢ = = (7.8)
0 A.e
185
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Yuklemeden once
(orijinal sekil)

AX

Tarafsiz Diizlemin
bir kenari
(uzamayan lif)

03.12.2023

Herhangi bir noktadaki Normal Gerilme:

Son buldugumuz ENO M
esitligi tekrar yazalim: 0 Ae M(r —R)
Oy = ———
A.e.r
EAG R —1
Denklem (7.3) Ui hatirlarsak: 0x = — 0~
r-R =y koyarak
(Burada herhangi bir JK lifinin, DE uzamayan lifinin 5. — M.y
daha altinda ve daha uzun oldugunu diisiindiik) ¥ Ae.(R-7v)

(7.9)

(7.10)

* (7.9)ve (7.10) nolu denklemlerden birisiyle bir noktadaki gerilme hesaplanabilir.

* Noktanin koordinati r veya y dir ve bilinen degerlerdir.
 eve Rdegerleri ise problem icinde ayrica hesaplanmalidir.

Sekil degistirmis durumda Egrilik Yaricapi (R') Hesabiu:

Uzamayanlif DE=D'E’ —> R-0=R'"-0'" , 0'=0+A0
1 16 1 9+A9_11+A0 ~
R R 6 R 0 1 1 M
- | —==(1
R’ R( T E
EAN M - ) :>A9_ M )
g " 4. Pumustu 0 A-e E
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Egri Eksenli Cubuklarin Egilmesi g :Ozum

Ornek 7.1 y (7.9) Nolu denklemi
ATy
dA " | R kullanarak o, normal M(r —R)
r, T l\ : v gerilmelerini hesaplayacagiz: 0x = " Aer
2 . L r . e.
) A <-€ DJ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1 i 2
kesit h| G e Bu denklemde bilinmeyenler R ve e
! degerleridir. Bunlar sirayla hesaplayalim:
M/ 100mm - M ; & y play
a ) h
(R: h (7.5) denkleminden: — R = l—rz A
e 2 b "n o 25
Cubyy, _h 25 g, 1125
ekSenj rn=7-— 5 = 100 — - = 1r, = 87.5mm > 87.5
Dikdoérrgen kesitli, egri eksenli gubuga = ﬁ 25 - R =99477mm
M = 500Nm lik bir egilme momenti =T 2 =100+ 5 TR 112.5mm _J
uygulanirsa, ¢cubukta olusan maksimum c¢eki

ve basi gerilmelerini hesaplayiniz. e=7—R=100—-99.477 = e =0.523mm

(b=50mm, h=25mm)
M@ —R) 500x103x(87.5 — 99.477)

-~ g M TR = —104.69MPa
x—min Ae.ry (50x25)x(0.523)x87.5
Siddetce en biiytik gerilmeler
tarafsiz eksenden en uzak ~ M(r, — R) 500x103x(112.5 — 99.477)
noktalardadir. G -2 7/ = = 88.53MPa
| Grmmax = (50x25)x(0.523)x112.5
187
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Ornek 7.2 Sekildeki kreyn kancasinda
a-a kesitinde olusan maksimum c¢eki

gerilmesini hesaplayiniz.

a-a kesiti v P=15kN
60mm 3
£ El o C
5 ) ;
=

03.12.2023

Cozum: Kancanin a-a kesiminin alt kisminin statik dengesini diisiinelim (ayirma prensibi)

f-b kesitindeki i¢ ceki kuvveti ve i¢ egilme momentini sirayla uygulayabiliriz
(stiperpozisyon prensibi)

_|_
+ Ob,
M(r, — R
N (" —R)
A.e.ry
%{—/
(Denk.7.4)

M momentinin isaretine karar verelim:

Bunun icin sadece M etkisinin oldugu tustteki 2 nolu sekli diistinecegiz.

Moment dondiirme yontiine gore b noktasinda ¢eki gerilmesi olusur.

Soldaki sekilden r,<R oldugu gorulir. M<0 (negatif isaretli) alinmahdir ki: 6;, >0 ciksin.
Momentin siddeti: M = —P.7¥ = —15x68.33 — M= —1024.95kNmm

Simdi gerilme formiiliindeki bilinmeyenler olan R ve e degerlerini hesaplamahyiz:..>>
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Tablo 7.1 deki trapez kesit formuli Bu 6rnek icin degerler:

C 1
t P 5 h? - (by + by) b, = 35mm
| =
r | _ 2 _n.(h —
&% \r/ : ‘q_lL ;)l_,_‘ (by.7, — by.11) - In T h- (b — by) b, = 25mm
/}7/}) ‘//~ Y \ i / ) 1 rl _ 40mm
< ; \ oy B 5602 - (35 + 25)
/ ‘ / - rn, = 100mm
a 7 {5 | v (35x100 — 25x40) - ln% — 60 - (35 — 25) 2
' A b G |‘;_" h = 60mm
\ S = R =63.88mm
A= rapezoid
~._ _] 1
A, ==x60x5 = 150mm? = 4, | AT A, Tt AT
¥ P=15KkN 2 Agirlik Merkezi: T = L T A A
a-a kesiti Az = 25x60 = 1500mm? 1 s
‘ 1
h=60mm 40my F=40+60 5= 7 = 60mm = r—2> __ 150260 + 150260 + 1500x70 _ . _ (oon
' 60 150 + 150 + 1500
2 5l gl ecC 7y = 40 + — = 73 = 70mm
5 54l 2 e=7—R=6833-6388 = ¢=445mm
L A = A; + Ay + A; = 1800mm? )
B R ? §
T g = P M@ -R) _ 15-10° —102495x10°x(40 —6388) g4 0ypy
B A Aer 1800 1800x4.45x40
. T |
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Egri Eksenli Cubuklarin Egilmesi

Ornek Soru 7.3: Sekildeki T kesitli makine parcasinin emniyetli bas1 mukavemeti 50MPa olduguna gore,
uygulanabilecek en biiytik P kuvvetinin degerini hesaplayiniz.

20mm | |
n > <
—pl ,r 2 A
. 40mm
| - Ic G v
\ ’ 7 . °G, 1 20mm
el

Y
T3
60mm

ol

=i
I
o

v

A

Cevap: 8548.25N

03.12.2023
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8. Diizlemde Gerinme Déniisiimleri
ve
Straingage Olc¢iimleri

Deneysel Gerilme Tespitleri
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Diizlemde Gerinme Déniistiimleri ve straingage 6lgtimleri ile deneysel gerilme tespitleri

8.1 Deneysel Ol¢iimlerin Onemi:
Simdi emin

* Mihendislik hayatimiz boyunca yaptigimiz veya yapacagimiz teorik hesaplamalarda, bilgisayar sl I

destekli analizlerde veya benzeri ¢calismalarda, sonuclara etki eden ve 6nceden 6ngoremedigimiz
bazi faktorlerin veya muhtemel sayisal hatalarin olusma riskleri daima vardir.

* Bu sebeple kaliteli bir miihendis, sadece teorik hesaplamalarla veya analiz programlariyla
buldugu sonuclara tek basina giivenmemeli,

« elde ettigi sonuclarin en azindan bazilarini farkli yontemlerle de desteklemeye calismalhdir.

* Nitekim akademik makalelerin yayinlandig kaliteli bilimsel dergilerde analiz sonuclarinin nasil
desteklendigi daima sorgulanan bir durum olup, sadece analiz sonuclarini iceren ¢alismalar

kabul gormemektedir.
* Bu farkl destekleme yontemleri icerisinde en ¢ok bilineni ve glivenilir olan1 deneysel 6l¢ciimlerdir.

* Busebeplerle, deneysel 6lctimleri miihendislik hayatimizin vazgecilmezi konumunda diisinmemiz ve bu alanda kendimizi gelistirme
gayreti icine girmemiz son derece gereklidir. Deneysel 6lctimleri yapabilen ve diger calismalarini1 bu acidan destekleyen bir
miithendisin ar-ge, inovasyon faaliyetlerinde aranan ve tercih edilen kaliteli bir miihendis olacaginda da stiphe yoktur.

8.2 Bu boliimde Amacimiz:
Straingage (okunusu: sitirengey¢) ismi verilen birim uzama ( € ) 6l¢erler yardimiyla, deneysel gerinme (birim sekil degistirme) ve gerilme

tespitlerinin nasil yapildigini aciklamaktir. Fakat bundan 6nce diizlemde gerinme dontislerinin teorisini iyi anlamak gerekir...>>
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Diizlemde Gerinme Déniistimleri ve straingage él¢iimleri ile deneysel gerilme tespitleri

8.3 Diizlemde Gerinme (Birim Sekil Degistirme) Dontuisiimleri

Mukavemet 1-6a konusunda anlatilan Diizlemde Gerilme Dontlisiim Formiillerinde,

O, yerine — &,
Yani bir noktadaki x-y eksen takimina gore sekil degistirmeler (&, €, ve yy, ) belli iken

normali +x ekseniyle ¢ ve @+90°ac1 yapan dizlemlerdeki sekil degistirmeler asagidaki

gerinme donusum bagintilariyla elde edilir:

03.12.2023

oy, yerine — &,

pcinsinden:

2 @ cinsinden:

: Yx
Tyy yerine — 2 yazilarak,

2 ‘02 :
X Ex COS™ @ + &, SIN" P + Yy, COS @ - SIN QP

- Ey1 = & SIN® @ + &, COS” Y — Yy COS @ - SiN @
_ Yx'y' = —2(ex — ey) cos@ -sing + )/xy(cos2 @ — sin? @)
) e,:€x+€y+8x_€yc052 +yx—ysin2
Ex T € E — &
. €yl = x2 Y _ x2 ycosZga—yxTysian)
1 ——gx_gysin2 +yx—yc052

Mukavemet Il —Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor
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(8.1b)

(8.1c)

(8.2a)

(8.2b)
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Diizlemde Gerinme Déniistimleri ve straingage él¢iimleri ile deneysel gerilme tespitleri

8.4 Diizlemde Gerinmeler icin Mohr Cemberi

Bir noktada farkl ¢ acilarina sahip sonsuz sayida diizlem vardir. Tim diizlemlerdeki ) EA / X'
gerinmeleri gosteren geometrik bir ifade olan Mohr Cemberi asagidaki sekilde cizilebilir. 0 Lo
(Muk 1-6a konusunda gerilmeler icin anlatilan mohr cemberine benzer adimlarla cizildigine dikkat ediniz.) \}f A Ey' *,ﬁ ‘
)
. g 1 N Mohr Cemberi Cizim Sirast: € x! I I
uliunaugumuz _ . .
nokta 1- H; (g ,7,/2) noktasi belirlenir. \ m ok l},n' 50
2-H, (¢, , -7,, /2 Jnoktas belirlenir. —Tr— \I-\I ;
3- H,-H, birlestirilir. v .
4- C merkezli gember cizilir.
Ex — &\ (Vay\?
R= G +(3) &
Asal Gerinmeler: €12 = €ort £ R (8.4)
5 Ex + &y (Sx — ey>2 (yxy)z
€yl i | — £ ,= + + (== (8.5)
y \il \i 1,2 2 2 2
Ex -+ Ey £, — &
Eort = z Y tan 2 ¢, = Yay (8.6)
2 2 Ex — &

Normali + x ekseniyle ¢ agist yapan k diizlemindeki gerinme bilesenleri (g,, y,,) ni bulmak i¢cin, Mohr ¢cemberi tizerinde

bulundugumuz nokta olan H, den, gercekteki ile ayni yonde fakat 2 ¢ kadar déneriz ve cember tizerindeki k noktasina geliriz.
Bu noktanin koordinatlari bize aradigimiz gerinme bilesenlerini verir.

En sagdaki H, diizlemindeki yy, asagi yonde ise, Mohr cemberinde pozitif, 8.1, 8.2 doniistiim denklemlerinde ise negatif alinir.
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Diizlemde Gerinme Déniisiimleri ve straingage élciimleri ile deneysel gerilme tespitleri
8.5 Strain-gage (Gerinme Olger)
€ birim uzama ol¢iimiinde kullanilan en yaygin yontem, bir iletken telin elektrik
direncinin, uzamayla degisimine dayanan strain-gage teknigidir. Sekilde bir

strain-gage sematik olarak goriilmektedir.

b
C //'\\\\\\I__% Ei Strain-gage kisimlar:
\ a : tasiwyici (yalitkan) folyo
A \ B b : iletken tel
e C : baglanti uglar

Sematik Strain-gage —Gerinim-olcer

» Sonug olarak strain-gage lerin uzamasi ile tizerindeki iletkenin elektrik direnci arasinda bir iligski s6z konusudur.

* Builiskiden yola ¢ikarak, strain-gage lerin yerlestirme dogrultusunda olusan gerinme (birim uzama) degeri deneysel olarak tespit edilir ve
Hooke bagintilariyla gerilme degerlerine gegilebilir.

* Genelde strain-gage ler cismin ylizeyine yapistirilir ve yiizeyde diizlem gerilme s6zkonusudur.

* Bir yiizeydeki tiim gerilme bilesenlerini bulmak i¢in genel anlamda en az 3 staringage kullanilir.

» Strain-gage sadece gerinme dedigimiz birim uzamalari (€) 6lger; ancak y degerlerini 6lgemez. y gerinme doniisiim bagintilarindan hesaplanir.

« Strain-gage lerle elastik sinirlar i¢erisindeki € degerleri Ol¢iilebilir.
Simdi bu anlatilanlari farkli 6rnekler tizerinden pekistirelim:..>>
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Diizlemde Gerinme Dénlisiimleri ve straingage 6l¢iimleriile deneysel gerilme tespitleri

Ve o
Ornek 8.1 x’ | /
= 10x10°° ‘S“D |
&, = 10.6x10" S5 0 "pﬁ X v
g, = 2x107°> _ |
E = 200GPa / —
v =103 b

Cesitli bolgelerinden farkli baglantilara sahip ince
bir levhanin dis ylizeyindeki herhangi bir O
noktasina 3 I bir straingage rozeti yapistirilmis ve
daha sonra farkli bolgelerinden dis yiikler
uygulanmistir.
dengede kalmaya devam etmistir. Straingage
lerden den 6lcglilen degerler tistte gosterilmistir.

a-b strangage leri arasindaki ag ¢ = 30°
olduguna gore, O noktasindaki;

a-) Gerinmelere ait Mohr ¢emberini ¢izerek asal
gerinmeleri ve diizlemlerini bulunuz.

b-)normali +x ekseniyle 45%a¢1 yapan diizlemdeki
gerinme bilesenlerini,

c-) Gerilme bilesenlerini,
diizlemlerini bulunuz.

asal gerilmeleri ve

Yikleme sonucu cisim statik

03.12.2023

Cozum:
a-) Straingage ler yerlestirme dogrultularindaki birim uzamalar1 6lgerler.
g, = 10x107%, & =¢, =2x107>, & =&/ = 10.6x107°

OB dogrultusu yani x’ ekseninin +x ekseniyle yaptigi act: ¢ = 30°
Eyl = &y cos? @ + Ey sin? ¢ + Yxy COS @ - sin ¢

Buna gore: &, =

8.1 a denkleminden:

5c0s?30° 4+ 2x10°°

10.6x107° = 10x10~ sin? 30° + y,,, cos 30°.5in30° — ¥y, = 6x107°

Yxy denklemlerde pozitif bulundugu i¢in..>> Mohr ¢emberinde; — Yy = —6x107> alinir.

8.4 maddesinde
anlatilan
adimlardan mohr
cemberi yandaki
gibi cizilir:

196
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Diizlemde Gerinme Déniistimleri ve straingage él¢climleriile deneysel gerilme tespitleri

R = j(g" ; €y>2 + (%)2 j(loz_ 2>2 + (g)z 107 - R = 5(107%)

----------------- 10+2 e
T €ore = ——107° = 6(107°)
1 [—
o Va5 Asal gerinmeler: 8.4 denkleminden: €12 = & T R = (61 5)(10 *)
Jr €1 = Emax = 11x107° €2 = &min = 1x107°
€105 Vxy
? tan2 ¢, = 2 = Yxy = 0 0
| Pp Ex — & & —¢&, 10-2 - ¢, = 184
:Hl(gx :yxy/z) 2
I b-) +x ekseniyle 45°%a¢1 yapan diizlemdeki gerinme bilesenlerini bulacagiz:

Mohr Cemberinden

Taral diizlemin mohr cemberindeki yeri k noktasidir.

(Bulundugumuz nokta olan H, den ayni yénde 2 x 45° =90° doniilerek k noktasina gelinir. )

k noktasinin koordinatlar: tarali diizlemdeki gerinme bilesenlerini (&450; 1/4750) verecektir.

8450=W+@

03.12.2023

= &ort T Rcos(90° — 2¢,
\

)
}

[
CkD dik tiggeninden

= 6(107°) + 5(107>)cos(90° — 2x18.4%) — g450= 9x107°

V450

= Rsin(90° — 2¢,) = 5(1075)5in(90° — 2x18.4%) — yu50=8x107°

197
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Diizlemde Gerinme Déniistiimleri ve straingage 6lgtimleri ile deneysel gerilme tespitleri

}‘T E A
.&_——

Veya Denklemlerden

Ly 8.1.a denkleminden (bu durumda @= 45%linir) : &,/ = €450 = & cos? ¢ + Ey sin? ¢ + Yxy COS @ - sin @
2 Y .
| €450 = 10x107° cos? 45° + 2x107° sin? 45° + 6 cos 45°.5in45° — g,c0= 9x107°
X 8.1.b denkleminden : Vx'y' = Yaso = —2(&x — &,) cos @ - sin @ + yy,, (cos® ¢ — sin? )

> (mohr ¢emberinden
Vaso = [~2(10 — 2) cos 45 - 5in 45° + 6(cos? 45° — sin? 459)](1075) = yaso= —8x107°  buldugumuz degerinzitisaretlisl

c-) Genel bir kural: Bir cismin kuvvet uygulanmamis serbest yiizeylerindeki noktalarda gerilme olusmaz. ] Ty Ty
Bir ytizey noktasinda 2 tane kayma gerilmesi, 1 tane normal gerilme olmak tizere toplam 3 Ty = 0|
. . . . . . . . Oy g o
gerilme bileseni vardir. 3lii straingage rozeti, levhanin x-y dtizlemine paralel olan dis serbest — 6149 — x
ytizeyine yapistirildigi icin bu ytizeyde gerilme bilesenleri sifirdir. (0, = T, = T5,= 0). {i,,___(_________ _Zf ________

Bu durumda Hooke bagintilarindan mevcut gerilmeleri su hesaplayabiliriz:

Gerilmeler cekilirse:

On serbest yiizey

Mukavemet I - 3.9a,c,d denklemlerinden Deneysel 6lciimler yerine koyulursa:

1 ) &x T Ve, 5 10+03(2)
— (g — _ _ : = 23.29MP
Ex E (O-x VO'y) Oy = 1_—172 = 200(10 ) 1— 032 10 — Oy 3 a
1
i &, + Ve 2+03(10) _
gy =z (0y = voy) o =B = 200(10%) 4555~ 107 = 0= 10.99MPa
_ by E 200(103)
- T Soaiy ey =55 000T) T T A6IMPa

03.12.2023
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Asal Gerilmeler: Muk.1 - 6.9 gerilme dontisim denklemlerinden:
Omax= 24.83MPa

/

0. +0 O — G2 23.29 + 10.99 23.29 — 10.99\°
Omax,min = - 2 . . \/(%> + T’%y = 2 > + ( 2 > 4617 \
Omin= 9.45MPa,

Asal gerilme duzlemleri: Muk.1 - 6.10 denkleminden

Txy _ 4.61 0
0y —0, ~ 23.29—1099 - 0p=1843
2 2

tan 29p =

Veya Asal gerilmeler Hooke Bagintilarindan da bulunabilirdi. Soyle ki:

11 + 0.3(1)
1—0.32

107° = g, .= 24.83MPa ;

Emin + VE 1+ 0.3(11
min max  _ 200(103) ( ) 105

1 — 032 — Omin— 945MPa,



Diizlemde Gerinme Déniistimleri ve straingage él¢iimleriile deneysel gerilme tespitleri

Ornek 8.2: Tek straingage kullanarak r yaricapl ici dolu bir mildekiT burulma momentini nasil tespit edersiniz? Aciklayimniz.

Malzeme 6zelliklerinden E ve v bilindigini kabul ediniz.

T
= 3
T Cevap: T:ELE 0
' 2(1+v) *
L
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Q. iINCECiDARLI
KAPALI TUPLERIN BURULMASI




ince Cidarli Kapali Tiiplerin Burulmasi

Bu boltimde amacimiz: Tiip veya boru seklinde (i¢i bos) ve herhangi bir kesit sekline sahip (dairesel kesit olmayabilir) kapal

elemanlarin burulmasi sonucu olusan gerilmeleri ve burulma sekil degistirme acisini hesaplamaktir.
9.1 Tiiplerde Gerilme Hesabi: Bunun icin sekil 9.1.a deki her iki serbest ucuna
agirlik merkezlerinden T burulma momenti uygulanmis kapali bir tip
disunuyoruz. Bu tipun dx uzunlugundaki parcasin1 ayirip dengesini

) T inceledigimizde, her iki kesitindeki i¢ momentleri (Ti(; U Ti(}z) , T burulma

~>> ¥ momentine esit olacaktir (Sekil 9.1.b).

I¢ burulma momentlerinden dolayi kesit cidarlarinda 7 kayma gerilmeleri olusacaktir.

@:}/ Herhangi bir abcd diferansiyel levhasini inceledigimizde b noktasindaki t,

gerilmesinin a-b hatti boyunca (levhanin ab arka ylizeyinde) sabit kalacagi

anlasilir. Zira b den ¢ikarilan kubik dif. elemanin dengesi i¢cin ytlizeylerindeki
gerilmeler esit olmalidir.) Ayni durum c noktasi ve c-d hatti i¢in de gecerlidir.)

Bu durumda a-b ve c-d yuzeylerindeki i¢ kuvvetler:
Fb = Tb(tbdX) , FC = TC(thX)

b-c hatti boyunca gerilmeler degisken olup
toplam i¢ kuvvet F; dir. Ayni gerilme dagilimi a-d

F
o e \/
a Aty OPET
F, / icin de s6z konusudur.
/ F, abcd levhasinin statik dengesinden:
¢
\ﬂ: ""‘

e—— z EE=0 = F,—-F=0
[ Y R
Sekil 9.1.b Sekil 9.1.c Sekil 9.1.d / t; - F,=F = 15t =1.t,

O halde kesit boyunca: 1t =q : sabitttir.

Bu sabit q degerine kayma akisi veya kayma akimi denir, kesitte birim uzunluga diisen i¢ kuvvet olup birim N/mmdi - 7 = % (9.1)
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ince Cidarli Kapah Tiiplerin Burulmasi

Kesitte birim uzunluga diisen i¢ kuvvet q ise
ds diferansiyel uzunluguna diisen kuvvet : dF = qds

median line (orta cizgi)

%
&

(L,, : orta cizginin
toplam uzunlugu)

A* : Orta cizgi icinde
kalan toplam alandir.

03.12.2023

dF kuvvetinin G agirlik merkezine gére momenti: dT = rdF = r(qds)

Lm
—  Kesitteki toplam moment: T = de = qf rds
0
1

Taral dif. Alan: dA* = Erds - rds = 2dA*

Lm
j rds = f 2dA* = 2A"
0
T
L+ ST =q(4Y MY (9:2)

9.2 denklemindeki q degerini 9.1 denkleminde yerine koyarsak:

T
t kalinligindaki bir noktasindaki gerilme: - T = e (9.3)
0) k daki il = !
rn: a noktasindaki gerilme: Tq = AL,
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ince Cidarl Kapah Tiiplerin Burulmasi

9.2 Tuplerde Burulma Acis1 Hesabi
Her iki ucundan T burulma momentlerine maruz bir kapal tiipte, mil eksenine paralel olan cizgi tizerinde bulunan A ve B noktalarinin

sekil degistirmeden sonraki konumlar1 A’ ve B’ diir. Sol G, Kesitinin sag G kesitine gére donme miktar1 ¢ burulma agisi ile ifade edilir.
Dikkat edilirse ¢ acisi: A’ noktasinin G kesitinden izdiistimii ile B" arasindaki merkez agidir. Farkl iki kesitin birbirlerine gére burulma

acilar1 ayn1 mantikla bulunur.
6 :birim burulma agisi. 1 birim

uzakliktaki G, kesitinin baslangi¢ kesiti
G; ‘e gore donme miktaridir.

>
<

T

\ de diferansiyel burulma acgisi. dx
L . — P & uzunlugundaki parcanin ug kesitlerinin
/6 &Q QY birbirlerine gére donme miktaridir.
s P o o= e - o ‘ (Sekilde G, kesitinin G; ‘e gore donme
miktaridir.
Dikkat edilirse Kkesitlerin tizerindeki
noktalarin  sekil degistirmis son
konumlar1 (e', b', B’ noktalar1 )ayni
dogrusal ¢izgi lizerinde yer alir. Bu ise
@ burulma acisinin x’e gore dogrusal

___________________________

ok e\
N -
\

v

\ ' \ '
\ J ! \ ! .
\ . / . P /
N / N /
/ ~- /
e ‘
2 P
;‘ \4

| olarak arttigini gosterir.
x=0da ¢ =0, x=1i¢cin ¢ =6 olduguna gore ve dogrusal bir artis séz konusu olduguna gore: ¢ = 6. (9.4)
1
dp= 6 dx oldugundan, 5.18.a denkleminden T torkunun yaptigi diferansiyel sekil degistirme isi: dUg; = ET do = ET Odx (9.5)
72
Sadece t gerilmesi oldugu i¢in (5.12.a denkleminden) enerji yogunlugu: a = 5= (9.6)
204
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ince Cidarli Kapah Tiiplerin Burulmasi
5.14 denklemi aslinda tiiptin blittinti i¢in yazilir. Bu
AN denklemi yandaki dx uzunlugundaki dif. parcaya
"/ uygularsak sekil degistirme enerjisi de diferansiyel dU. = j adV — i av
N\ biiyiikliikte olur. Soyle ki: LT )26

- _’ X
5nci konudan biliyoruz ki, dis kuvvetlerin isi elastik sekil degistirme enerjisi olarak
depolanir. Bu kurali dx uzunlugundaki diferensiyel parca i¢in uygularsak:

9.5 ve 9.7 denklemlerini esitleriz. .. >> dU,; = dU;

dx
TO D = J 72 v
2 7 )26
(9.3) denklemi:
TH 1 T? 2
4 T - —dx = j s—t.ds.dx T_HC;/{sz/{fé
dv =t. dS.dx, T = AT 2 2G S4A* t2 2 8GA*2 t
.. . T ds
Buradan birim donme (burulma) acisi : 0 = 5 —
4A*°GJ t
(9.4 denkleminden): ¢ = 0.L
Toplam donme agis1 ¢ : TL ds

VRIS O

(9.7)

(9.8)

(9.9)

(9.10)

Simdi bir 6rnekle konuyu iyice anlayalim...>>
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ince Cidarli Kapah Tiiplerin Burulmasi

Ornek 9.1
Kesit Olciileri sekilde verilen tiip, T=50 kNm biiyukligindeki bir burulma momentine maruz

birakiliyor. Tiiptin Boyu 0.2m olduguna gore :
a) Kesitte meydana gelen en biiyiik kayma gerilmesini ve yerini bulunuz.
b)  Kesitteki kayma akisini hesaplayiniz.

c) Birim ve toplam donme ac¢ilarini hesaplayinmiz (G=70 GPa)

X
S
S
=i

m
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a) Maksimum kayma gerilmesi hesabi:

T
9.8 denkleminden: T = T > Tpgy= ———— , tmin=1ts = 8 mm

2 -
FC =1202—-60> — FC =104 mm

A l t,=10 mm
-4 |- ="==-=-==-=="
: s 1 Orta cizgi icinde kalan alan:
1| t=8mm
— ljfe— N 1
20mml | C A" = (120 X 200) + - (120 x 104) = 3024 X 10°mm?
|
: it'4=10 mm .
R Rttt Tmax = >0 x 107 Nmm & Tmax = 103.34 MPa
E T 2(30.24 x 103mm?)(8mm)
e (en ince bélge olan AE
200 mm kisminda olusur)
! = 50 x10° 826.72 N
b) Kayma Akist: 9.2 denkleminden: q= L = 2(30.24 x 103) - /mm

veya kayma akisi q sabit oldugundan:  Denklem 9.1deng = 7.t = q = Tmax- tmin = 103.34x8 = 826.72 N/mm



c) Birim dénme (burulma) acgisi

A
T d
9.8 denkleminden: 0 = > e — |
4A**GJ t I
:
— |
ds 1 120mm| |,
TZ_ ds+—jds+—jds+—fds+—fds !
I
45 L 00 + =120 + =120 + = 200 + ~120 = 75 E
t 10 12 12 10 8 NS
o — 50 X 10°Nmm 7
4% (30.24 x 103mm?2)2 x (70 x 103MPa)
180
6 = 1.465 X 10~>rd /mm > 0 =1465%X10"x — = 83.94 X 107> °/mm

9.9 denkleminden..>> Toplam dénme acist: @ = 60.L =83.94%x 107> °/mm x 200mm = 0.168°
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Dikdétrgen veya ince Profil Kesitli Cubuklarin Burulmasi

Sekil 10.2

[

Kayma akist dagilimi

<~ o
|

Sekil 10.3

03.12.2023

10.1 Dikdortgen Kesitli Cubuklarin Burulmasi

gerilmeler meydana gelmekte ve kdoselerde ise gerilmeler «sifir» olmaktadir

Elde edilen ¢6ztiim sonuclari, kesit kenar oranlarina bagh olarak, asagida verilmektedir.

dagilimi dogrusal olarak degismez

Tablo 10.1 Coefficients for
Rectangular Bars in Torsion

Sekil 10.4 de goriildiigi gibi, uzun kenarda maksimum, kisa kenarda minimum

Dikdortgen kesitli cubuklarin burulmalari, dairesel kesitli millerden farkh ve karmasik

oldugundan, Elastisite Teorisi veya membran analojisi ile ¢oztuimleri yapilmaktadir.

Dairesel olmayan millerin diizlemsel Kkesitleri diizlemsel kalmaz ve gerilme ve gerinim

a: uzun kenar, b: kisa kenar a/b cy [ 2
Kesitteki gerilme dagilimi 1.0 0.208 0.1406
1.2 0.219 0.1661
15 0.231 0.1958
¥ » 2.0 0.246 0.229
h el TA 2.5 0.258 0.249
T 3.0 0.267 0.263
it 4.0 0.282 0.281
5.0 0.291 0.291
T nax 10.0 0.312 0.312
a 00 0.333 0.333
Sekil 10.4

MUKAVEMET Il — Ders Notlari / Prof. Dr. Mehmet Zor

Polar Atalet Momenti: J = c,ab? (10.1)

.. T
Birim Burulma Acisi : 6 = G_] (10.2)
Toplam Burulma TL

(donme) Acisi: @ ] ~ cab’C

Maksimum ¢, T

Kayma Gerilmesi: Tmax = 6—7 b (10.4)
(uzun kenarin ortasinda !
ve en dista olusur)
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Dikdétrgen veya ince Profil Kesitli Cubuklarin Burulmasi

Ornek 10.1: Sekildeki prizmatik cubuk T=250 Nm biiyiikliigiindeki bir burulma a=50mm, b=20mmL=12m
momentine maruz birakiliyor.

Cubugun kayma modili G=65 GPa,

Kaymadaki akma gerilmesi t,, =100 MPa ve emniyet katsayis1 n=2 olduguna gore: T
(a) Cubugun emniyetli olup-olmadigini irdeleyiniz.

(b) Donme (burulma) a¢isini hesaplayiniz.

a 50
oziim: Tablo 10.1‘den: —=—=25 - ¢; =0.258,c, =0.249
b 20

Denklem 10.1 den, Polar atalet momenti: J = czab’= (0.249)(50 mm)(20 mm)3 = 99.6 x 103> mm*

a) Denklem 10.4 den, maksimum kayma gerilmesi: b) Denklem 10.3 den, toplam burulma (dénme) agist:

T 0,249x 250 X 103 Nmm

=2_p = 20mm = 48.45 MP
fmax = 77 T 0.258)(99.6 x 103)ymma 40T ¢

TL (250 x 10°Nmm) (1.2 X 10°mm)
GJ] (65 x 103MPa) (99.6 x 103mm*)

go:

Tem =

Tak _ 100 MPa

=50 MP
n 2 @

180
@ =0.0463rd . ¢ =0.0463 — = 2.655°

Tmax < Tem Emniyetlidir. n
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Dikdétrgen veya ince Profil Kesitli Cubuklarin Burulmasi
10.2 Ince Profil Kesitli Cubuklarin Burulmasi
Bu tiir cubuklarda, kesit birden fazla ince dikdortgenin birlesimiyle olusur.

Bir onceki konuda tek dikdortgen kesit icin gegerli olan Tablo 1 ve denklemler,

profil kesiti olusturan her bir dikdértgen i¢in kullanilir.

n
Polar atalet momenti herbir dikdortgenin _ b.3
J = ) caa;b;
i=1

atalet momentlerinin toplamidir:

Kesitteki Maksimum kayma gerilmesi en c, T
ince dikdortgenin dis kisminda ortaya cikar: Tmax = C—7 bmin
1
. o T
Tim Cubuga ait Birim Burulma Agisi : 0 = G_]
i} . TL
Tim ¢ubuga ait Toplam Burulma Acisi : @ =0L=——
c,ab3G

Formuiller simetrik veya simetrik olmayan tiim ince profiller i¢in gecerlidir.
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Dikdétrgen veya ince Profil Kesitli Cubuklarin Burulmasi

Coefficients for

. . . s U o — Rectangular Bars in Torsion
Ornek 10.2: Sekildeki «L» kesitli cubuk T=50 Nm 3
a/b Cq C2
buytuklugiindeki bir burulma momentine maruz birakiliyor. 5| 1.0 0.208 0.146126
1.2 0.219 0.1661
Cubugun kayma modiili G=65 GPa, h 1.5 0.231 0.1958
7 20 | 0.246 0.229
kaymadaki akma gerilmesi r,, =90 MPa ve e t T 2.5 0.258 0.249
1 1 30 | 0267 | 0263
emniyet katsayis1 n=2 olduguna gore; S [ ’ 4.0 0.282 0.281
@{ t e h . 50 | 0291 | 0.291
(a) Cubugun emniyetini kontrol ediniz. T 10.0 0.312 0.312
00 0.333 0.333

(b) Toplam burulma (dénme) acisini hesaplayiniz. t=5 mm, h=60 mm

Coziim: Kesit iki farkli (yatay ve diisey) dikdortgenden olusuyor. Herbir dikdortgenin uzun kenari a=h=60mm, kisa kenari: b=t=5mm
Herbir dikdortgen icin: a / b =12. Tablo 10.1’de...a/b nin10 dan biiyiik tiim degerleri icin ¢, =c, =% =0.333 =c, ;= C;,=C,.;=C5,

2

1 1 2 2

Cl) ] = Z C2—iaibi3 =Cy_q Cl1b13 + Cz—zazb23 = §(ht3) + §(ht3) = 5ht3 = 5603553 — J = 5000 mm*
i=1

_ c, T (0.333)x 50 x 103> Nmm _
10.4 denkleminden): =-—="—ph = 5 =50 MPa ; Tem =
( )V Tmax = 17 (0.333)(5000)mm* " @ cem

Tak 90 MPa
T = —2 =45 MPa - Tmax > Tem

(Emniyetsiz)

TL 50x 103Nmm x 1250mm 180
= > 9=0192rd - ¢ = 0.192x — = 11.02°

b) (10.3 denkleminden): ¢ = G T 65 x 103 x 5000 mm* n

03.12.2023 MUKAVEMET Il — Ders Notlari / Prof. Dr. Mehmet Zor 213



1 1 . YO RULMA (fatigue)

Tekrarh yuklemeler sonucu olusan hasarlar
(Omiir Hesaplar: ve Boyutlandirma)
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Yorulma / Omiir Hesaplamalari

11.1- Yorulma Nedir?
* Bir seferligine kolayca kaldirabildigimiz bir paketi art arda kaldirmak istersek, ancak belli

bir tekrar sayisina kadar kaldirabiliriz. Ciinkii bu tekrarl islem bizi yorar.

« [ste kat1 cisimler de tekrarli yiiklere kars1 benzer bir davranis gosterir.

« Kati cisimler statik olarak uygulanan bir ylike dayanabilseler dahi, ayni ytiki tekrarl olarak
(arka arkaya) uygularsak belli bir tekrara kadar dayanabilirler ve sonra hasara ugrarlar.

« [ste bu olaya yorulma denir.

pekil 11.1.a 11.2- Bu Konuda Amaclarimiz:

 Ilk Amacimiz tekrarh yiiklemelere maruz bir cismin herhangi bir noktasinda zamana bagh bir gerilme

degisimi s6zkonusu iken bu noktanin kag tekrara kadar dayanabilecegini yani émriinii hesaplamaktir.

* Veya baska bir ifade ile bu noktada ilk ¢atlak (hasar) olusumu i¢in tekrar sayisini hesaplamaktir.

* Ayrica kati sistemlerde tasarim kriteri olarak alinan sonsuz é6miir kavraminin ne oldugu izah edilecektir.

Sekil 11.1.b

11.3- Konunun Onemi:

Sanayide veya gunlik hayatimizda kullandigimiz bir¢ok makineler, mekanizmalar ve bunlarin icerisindeki
hareketli tim kati parcalar, tekrarli yiiklere maruz kalmakta ve bazilarinda zaman igerisinde hasarlar

olusmaktadir. Bu pargalarin sadece statik durumda iken gerilme hesaplar1 ve boyutlandirilmalarinin

yapilmas1 yaniltict olabilir Ayni zamanda Omiir hesaplarinin ve yorulma agisindan emniyetli boyut

Sekil 11.1.c

tespitlerinin yapilmasi son derece nem arz etmektedir.
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Yorulma (Tekrarli Yiiklemeler) / Omiir Hesaplamalari

11.4- Yorulma Hesaplarinda kullanilan Onemli Tanimlamalar :
Yorulma hesaplarinda normal gerilmeler S sembolii ile gosterilmistir. Sekil 11.2.a daki gibi iki ucu mafsalli BC kirisinin orta noktasina zamanla degisken bir

F(t) kuvveti uyguluyoruz. F kuvvetinin zamana gére degisimi sekil 11.2.b de gosterilmistir. F kuvveti etkisi ile kiriste egilme yiiklemesi meydana gelecektir.
Muk.1- 4ncti konudan biliyoruz ki, kirisin herhangi bir D kesitindeki (herhangi bir anda) normal gerilme dagilimi Sekil 11.3.b deki gibi olur (Kiris kesitini

simetrik olarak diistiniiyoruz ki, bu durumda basit egilme olusacaktir.) D kesitindeki bir d noktasindaki gerilme ise 11.1 denkleminden bulunur.
F(t) zamanla degistiginden S gerilmesi de zamanla degisken olacaktir. Yiikleme tipine gore F-t ve S-t diyagramlari benzer veya farkli formda olabilir.
11.1 nolu S(t) gerilme denklemi 1nci dereceden (dogrusal) bir denklem oldugundan bu ornek icin S-t diyagraminin, F - t diyagramina benzer olacagi agiktir.
Sekil 11.4 de S-t diyagraminda farkli gerilme tanimlarini inceleyiniz. Bu diyagramin herhangi bir d noktasi icin ¢izildigini unutmayiniz.
Ayrica kirisin farkli kesitlerinde ve farkli noktalarinda sekil olarak ayni fakat sinir degerleri farkli S-t diyagramlari olusacagini fark ediniz.
Kiriste belli bir tekrardan sonra ilk ¢atlak olusur ki, bu maksimum gerilmenin olusacagi noktalarda (bu drnek icin A kesitinin en dis noktalarinda) meydana gelir.

X

yT F(t)
g7 \|: Cc
& /2 A L2
B
>
F(t) F(t)
2 Sekil 11.2.a ?
F
Fmax

Fmin

Zaman (t)

Sekil 11.2.b

VA _ F(®xp
y4 4\Mzd(t) = M, (t)
C—\ > Seq () = S() = ———y,
b -\ ___\  ___. ——» X VA
G 4. ) S
de\ L= X F(t)xp
Kiris kesiti ) Dkesiti S(t) = - o Vd
@ Sekil11.3 z
o
£ Parlyod (3 Tekrar) Maksimum gerilme: Smax = Sm+ Sa
&
S max _T Minimum gerilme: Smin = Sm~Sa
S I S ISR $...1... Ortalama Gerilme : S = Smax + Smin
(mean stress) 2
Sm
c ' : oy Smax — Smin
min - — — — —— l Zaman (t) Gerilme Genligi: S, =
— (alternating stress) 2

Sekil 11.4

(11.1)

(11.2)
(11.3)

(11.4)

(11.5)

Simdi ilk cevabini aradigimiz soru sudur: Tekrarl yiiklemeye maruz bir noktada kag tekrar sonucunda ¢atlak olusur? Yani bu noktanin yorulma émrti nedir?..>>
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Yorulma (Tekrarli Yiiklemeler) / Omiir Hesaplamalari
11.5- Omiir hesabi icin gerekli malzeme ézellikleri
Bir noktada kag tekrar sonucu ¢atlak olusacagini hesaplayabilmek icin malzemeye ait yorulma karekteristik egrilerinin (S-N diyagramlarinin) éncelikle
bilinmesi gerekir. Bu egriler ise deneysel olarak elde edilir. Sdyle ki: Ayn1 malzemeden imal edilen numuneler tekrarh ytiklemeye maruz birakilir.

Herbir numunenin S_ ortalama gerilmesi veya S, gerilme genligi farklidir. Sekil 11.5 de 3 farklh tekrarh ytikleme testleri (b,c,d testleri) gosterilmistir.
Bu testlerin her birisi numunede hasar (¢atlak) olusana kadar devam eder. Catlak olustugunda erisilen tekrar sayilari (N ) herbir test i¢in tespit edilir.

Logoritmik diyagramda yatay eksene N, diisey eksene S, gerilme genlikleri koyulmak tizere herbir teste karsilik gelen noktalar isaretlenir ve ayni S|
ortalama gerilmesine sahip noktalar bir egri ile birlestirilir. Bu egrilerin tiimiine S-N diyagramlari denir. S-N diyagramlarinin elde edilebilmesi icin ¢ok

sayida test yapilmasi gerektigi aciktir. S =S e epeeeeaeAngeee g r g er s

igi

Yorulma Deneyleri
S A

m
1 tekrar

m1l

o)
PN
wn
nQ
CEU
<
\
wn
Q
O
Gerilme Genl

(Vs]
Q
o
1
(V]
Q
o

m3

" —/

o
™ N
\
«—
(0]
Q
a
w
Q
(@]

B Yorulma catlag: olusana kadar tekrar sayist: N

i
)
!
1
¥
|

»

» t(zaman) S SO V¥ : ‘
' | 10 10° 10° 10° 10° 107 108
Sekil 11.5 (Yorulma Deneyleri) ox102” 3x102¥gy102 Sekil 11.6 (5-N diyagramlary)

Su noktalar tistteki diyagramlardan anlamaya calisiniz:
* Ayniortalama gerilme (S,,,) degeri i¢in gerilme genligi S, artarsa malzeme yorulmasi daha az tekrar sayisinda gerceklesir.

* Aym S, degerii¢in S, azalirsa malzeme daha fazla tekrar sayisinda yorulur.
* N ekseninde degerler arasinda ¢ok fark oldugu icin logoritmik skala kullanilir. Bu skaladaki araliklarin esit olmadigina dikkat ediniz.
«  Sonsuz Omiir Kavramu: S - N egrisi 10° cevrimden sonra genellikle yatay (apsis) eksene asimptotik bir durum gosterir, yani bu tekrar sayisinda egrinin yatay

eksene paralel oldugu kabul edilebilir. Bu ise sonsuz 6miir anlamina gelmektedir. Bu kavram bir sonraki sayfada daha detayli izah edilmistir.
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Yorulma (Tekrarli Yiiklemeler) / Omiir Hesaplamalari

11.6- Sonsuz Omiir Kavramu:
e Sekil 11.7 deki S-N diyagramlarina dikkat edilirse N = 10°

Sy= S .
S tekrardan sonra, grafikteki tim egrilerin yatay eksene paralel
=
%, devam ettigi ve bu noktalardaki (a,b,c noktalarindaki) tegetlerle
S
% cakistig1 kabul edilebilir.

S
 Tegetin yatay oldugu bu noktalardaki gerilme genlikleri 6zel
olarak Sa, semboliiyle gosterilir ki bunlarin her birisine «gerilme
Sa,,
Sa,, genligi sinir degeri» diyebiliriz.
S
o1 ittt H ! T * Bir Sa, degerine karsilik gelen N degeri sadece 10° degil; 10° dan
102 10° _ 10° 105 100 107 biiyiik olan ve teorik olarak sonsuza kadar devam eden tiim
Yorulma ¢atlagi olusana kadar tekrar sayisi

Sekil 11.7 degerlerdir (¢linkii egri o bolgede yatay olarak devam etmektedir.)

* Buise su anlama gelir: Sa, (veya daha dusiik) gerilme genliklerinde sonsuz tekrara dayanim s6z konusudur ki buna sonsuz omiir
denir. (Ornegin S, egrisinde genlik Sa,, iken N degeri 10° , 107 ve daha biiyiik tiim degerlerdir ve ¢ noktasi sonsuz émiir
siniridir.) Kati cismin tizerindeki yorulmasi incelenen nokta sonsuz 6mre sahipse o noktada hi¢gbir zaman yorulma ¢atlagi olusmaz

ve tekrarl yiikleme sonsuza kadar o noktada devam edebilir.
« Ozet olarak: (10° ; Sa_ ) koordinatlarina sahip yukarida gosterilen a, b, ¢ gibi noktalar ve bu noktalardan gecen yatay tegetler

sonsuz omiir sinirlaridir. Bu érnekteki malzeme icin sonsuz émiir sinirlarindaki minimum tekrar sayis1 10° dir. Fakat malzeme

cinsine gore bu deger farkl olabilir.
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Yorulma (Tekrarli Yiiklemeler) / Omiir Hesaplamalari

11.7-Yorulma Deney Diizenekleri
Yorulma deney diizenekleri farkli tasarimlarda olabilir. Herbir diizenekte 6nemli olan ise ¢atlagin ilk olusacag: kritik

noktada S, .- S,,, gerilmelerinin tekrarli olarak ortaya ¢cikmasi ve Sekil 11.4 deki gibi bir gerilme-zaman diyagrami elde
edilmesidir. Amag ise catlagin ka¢ tekrar sonucunda olusacagini 6lgmektir ki, bu degerler teorik hesaplamalarda
kullanilan (bir 6nceki sayfada anlatilmis) yorulma karekteristik egrilierinin (S-N diyagramlarinin) elde edilmesinde
gereklidir. Asagida 6rnek olarak 4 farkl yorulma test diizenegi gosterilmistir:

03.12.2023 Mukavemet Il - Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor

Sekil 11.8.b Sekil 11.8.c Sekil 11.8.d

Sekil 11.8.a
Mukavemet bilgilerinizle bu diizeneklerin her birisinde ilk once ¢atlak olusacak noktayr tahmin etmeye ve bu noktalarda S-t diyagramlarini taslak olarak ¢cizmeye calisin.

Diizeneklerde, en kritik noktanin gerilmesi Mukavemet formiillerinden hesaplanabilmelidir. Bu ise yiikleme durumuna gore degisebilir. Ornegin basit
egilmeye maruz bir Kiris icin gerilme 11.4 denkleminden hesaplanabilmektedir. Eger diizenek ¢cekme-basma tarzinda olursa S=P/A formiilt kullanilir.
Diizeneklerde degisken ytlikler impulsif yani darbeli tarzda (¢ekicle vurur gibi) olmamali, yavas¢a uygulanmalidir. Zira S, ., -S,,;, gibi anlik

gerilmeler anlik statik yiikleme durumlariigin hesaplanir.

Yorulma omri i¢in bir noktada S, ,,-S,,;, normal gerilmeleri sirasiyla olusmalidir ki, bu egilme veya ¢eki/bas1 yliklemelerinde gerceklesir. Bu sebeple
diizenekler bu ytiikleme tiplerinden birisine gore dizayn edilir. 11.8a-c diizenekleri egilmeye, 11.8.d diizenegi ise ¢eki/basiya gore dizayn edilmistir.

Malzeme cinsine bagli olarak bir tek numunenin yorulma testi bazen gtinler hatta haftalar stirebilir. Bir malzemenin yorulma karekteristik davranislarini
belirleyebilmek icin ise fazla sayida test yapilmalidir. Bu sebeple bir malzeme cinsi i¢in yorulma testleri oldukca uzun bir stire¢ gerektirebilir. Bu kiilfet altina girmek
yerine éncelikle literatiirde ve ¢esitli kaynaklarda malzememiz icin daha 6nceden deneysel olarak bulunmus yorulma egrilerini referans gostererek kullanmak ¢ok daha
pratik bir ¢é6ziim olabilir. Ayrica sadece S, =0 icin yapilan deneylerden teorik yorulma mukavemeti egrileri gelistirilmistir ki bu ileride aciklanacaktir.
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Yorulma (Tekrarli Yiiklemeler) / Omiir Hesaplamalari

 Onceki sayfadaki diizenek ornekleri malzeme karekteristik yorulma egrilerini bulmaya yonelik oldugundan ¢ubuk seklinde
deney numuneleri kullanilir.

* Baz diizeneklerde ise dogrudan son iriinler test edilmekte, iiriiniin istenen O6miire sahip olup olmadigi dogrudan
olciilmektedir. Isletmeler acisindan oldukea faydali olan iiriin yorulma testleri sayesinde ayrica teorik hesaplamalara gerek
kalmasa da, ar-ge faaliyetleri ve tUrin gelistirme siirecleri i¢in bilgisayar ortaminda yorulma analizlerinin yapilmasinin
glinimiiz teknolojisinin vazgecilmezi konumunda oldugu da unutulmamalidir.

* Asagida Urln yorulma testlerine ait 2 6rnek gosterilmistir.

Sekil 11.9.a (Ayakkabi yorulma test diizenegi) Sekil 11.9.b (Jant yorulma test diizenegi)
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Yorulma (Tekrarli Yiiklemeler) / Omiir Hesaplamalari

11.8 Omiir Hesaplarinda Onemli Noktalar tekrar edelim:

1- Deney diizeneginin tasarimi sebebiyle yiikleme tipleri farklilik gosterebilir ve dolayisiyla dis ytlik - zaman; gerilme-zaman
grafikleri de birbirlerine benzer veya farkli formda olabilir.

s

2- Pif Noktasi: Yapilan omiir hesabi noktasaldir ve 6nemli olan o noktadaki
gerilme- zaman degisimini dogru tespit etmektir. Clinku hesaplamalarda bu
gerilmeler isleme girecektir.

3- Bir cismin yorulma omri, en Kkritik noktasinin yorulma omrint
belirlemekle mimkiindiir. Clnki ilk ¢atlak olusumu bu noktada meydana gelir.

Sekil 11.10
4- Yorulma olmasi i¢in dis yiik degisken, sistem sabit olabilir.

(Ornek: Yollardaki su tasfiye 1zgarasi)

5- Ancak bazen dis yukler sabit, sistem hareketli olur, bir nokta
surekli konum degistirir ve  Uzerindeki gerilmeler zamanla
degiseceginden yorulmaya maruz kalir. (Ornek: Jant)

6- Yorulma hesaplarindan 6nce maksimum ve minimum yitiklerin P Ay [
olusturacagi gerilmeler statik yiikleme durumu i¢in ayr1 ayr1 hesaplanmalidir. Sekil 11.11
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P (+60%N;-30KN) Ornek 11.1

6cm x 5¢cm kesitinde, alt kismindan ankastre

bir tahta bloga P eksenel kuvveti 60kN ile -

30kN arasinda degisecek sekilde tekrarl

olarak  uygulaniyor. = Malzemenin  S-N ' S_-OMPa
diyagrami1 yandaki gibi ise, tahta blok bu B Ssm:_il;/lPa

tekrarl yiike kac¢ tekrara kadar dayanabilir?

> 10 107 10° 10 105 108 N
(yani yorulma 6émri nedir?) 4x10% = 400 ]
Yorulma gatlagi olusana kadar tekrar sayisi

Cozim: Ceki veya bas1 yuiklemesi oldugu i¢in blogun tiim noktalarinda her t aninda ayni siddette gerilmeler cikar, teorik
olarak tim noktalarin hepsi kritik noktadir ve gerilmeler S=P/A formiiliiyle hesaplanir.

_ Pnax  60x103N Pmin _ —30x103N

Maksimum gerilme: S;,qx = 1 = S0 50mm 20MPa ,Minimum gerilme: Spin = 1 = 600 —10MPa
: S. Smi 20—10
Ortalama gerilme: Sy = —= T Smin _ = 5MPa ) S-N diyagramindan S_=5MPa lik egri iizerinde
(mean stress) 2 2 Sq= 15MPa a karsilik gelen N degeri 400 dir.
- o Yani bu blok bu tekrarh ytlike 400 tekrara kadar
Gerilme genligi: S S . 20 — (=10 y
(alternating str%ss) S, = & z min _ ; ) = 15MPa D dayanabilir. (Yorulma 6mri 400 tekrardir denir.)
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\' Ayakkabl malzeme5| icin S-N d|yagramlar|

R ERLT]

¥ B R B ERR F
_H_IJ.IJII.._...\...
i i

e E E T L
3

H
|rr-||--|- "‘""""
R

i OB B BB EER o "
FE T TYTYTII e e ey
: ' 1 1

BB oRhEER
[ EN)l]
[ERL]

Ornek 11.2

Topuklu bir bayan ayakkabisinin dayanim Kkriterti:
«1 metreyi 2 adimda yiiriiyen 70kg lik bir bayan, 2 yil boyunca giinde
ortalama 2km yiiriidiigiinde ayakkabinin topuk kisminda herhangi

bir hasar olusmamalidir» seklinde belirlenmistir.
Ayakkabinin topuk kisminy, silindirik sekilde ve cap1 d=7.5mm , ytiksekligi

h = 5cm olarak kabul edebiliriz. Adim atarken dikkat edilirse viicut yiikiiniin
tliimu tek ayakkabiya geldigi goriiliir ki, bu sirada diger ayak havadadir.

Tek ayaga gelen tim vicud yikinin yarisini topugun tasidigr kabul

8 = o o ahe J.I .............. Fihogsdfss dadeldddibssssbhsdadladl JddilLs
'\ . edilebilir. (Diger yarisini ise ayakkabinin 6n kismi tasir.)
6 SRR .- .._:.:.:.'.'.*.: S,.=-5MPa
EHHHH 44 j'::jy*f- Ayakkab1 malzemesinin basidaki kirilma gerilmesi S, ¢, 1 rima=-40MPa
4 |=wbeeeri ittt beakabdoiindis
S, =-2MPa Ve S-N diyagramlar1 yandaki sekildeki gibidir. Buna gore;
2| s " a-) ozellikleri verilen tahta malzemenin topuk i¢in
e e =0
] ] 1 1 m >
> ?
107 10° 10° 105 106 N kullanilmasi uygun mudur 2
Yorulma catlagi olusana kadar tekrar sayisi b-) Degilse ne gibi bir tedbir diistintirsiintiz? (g = 10kgm/s?)
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Coziim: Oncelikle bir ayakkabinin 2 senede ne kadar tekrarli yiike maruz kalacagini oranti kurarak hesaplayacagiz:

Bir ayakkabi -

Giunde 2000m

Imetrede

><

yiridiigiine gore 2 senede —— (2)x(365)x(2000)metrede

Bir adimda (bir tekrarda), yere tam
basildiginda bir ayakkabiya tiim viicud
agirhig: gelir. Fakat tiim viicud agirliginin
yarisi topuk kismina diiser (diger yarisi
ayakkabinin 6n kismi tarafindan tasinir)

w/2

&d = 7.5mm

topuk h = 50mm

_.(

03.12.2023

1 kere yere basiyor.

n kere yere basar

n = 2x365x2000 = 1460000 kez

o A P (N)
Ayakkabi1 havaya kalktig1 o _
anda kuvvet sifirdir Topuk icin kuvvet - zaman diyagramu:
"~ Pmax = — >t (STL)
Ayakkabi yere tam p
bastig1 anda kuvvet O
negatif (basi) olarak en W 70x10
yuksek degerindedir. Poin = _7 = — > = —350N
S (MPa)l
Topuktaki bir noktada gerilme-zaman diyagrami
Prax — Siax =0 —— t (sn)
A \/
Py —350
min _ = Spmin =-—792}—>
A 7w(7.5)2
4

Mukavemet Il - Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor

224



Yorulma (Tekrarli Yiiklemeler) / Omiir Hesaplamalar

Statik halde (tek ayak tizerinde beklerken veya ilk adimda) hasar olusur mu? 1Smin| < [Sbaki-kirumal
hasar olusmaz.

|—7.92| < |—40|

_ Smax +Smin_ 0—7.92

Yururken olusan ortalama gerilme (mean stress): S = > 5 = —3.96 MPa = —4MPa

Yiiriirken olusan gerilme genligi (alternating stress): g = Smax = Smin _ 0= (=792) _ 396MPa = 4MPa

2 2

Soruda S-N diyagramlarinda S ,=-4MPa lik egri verilmemistir. Fakat mevcut
egrilerden faydalanarak bu egri de ortalama olarak yandaki sekildeki gibi cizilir.

S..=-4MPa lik egri iizerinde S;=4MPa’a karsilik gelen N=4x10* = 40000 tekrar

Yani ayakkabinin topugu 40000 tekrara kadar bu yiike dayanir.

Fakat istenen tekrar sayisi n =1460000 ve n>N oldugundan

Bu malzemenin bu boyutlarda topuk malzemesi olarak
kullanilmasi uygun degildir.

10° 10° 10* 4y10% 10° 10° N Nasil bir tedbirle ayn1 malzemeyi kullanabiliriz..>>
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b-) Tedbir 1 : Topugun capini d = 10mm..
alirsak ayni hesaplama sekliyle
P Pnin  —350

S — Smi 0—(—4.46

S, = max min _ ( ) — 223 MPaq

2 2

S + Sini 0—4.46

S = 2% : LU — = —2.23MPa

S, ,=-2MPa
. S_=-5MPa
S,.=-2.23MPa

»
»

Yorulma c¢atlagi olusana kadar tekrar sayisi

' O—
102 103 10% 105 106 1.46x10610’ N

S-N diyagramlarinda S, =-2.23MPa lik egri verilmemistir. Fakat mevcut

egrilerden faydalanarak bu egri de ortalama olarak sekildeki gibi cizilmistir.

S,,=-2.23MPa lik egri lizerinde S,=2.23MPa’a karsilik gelen N degeri:

N= 10° =1milyon tekrar olarak grafikten él¢iilmiistii. Bu ise sonsuz
omir anlamina gelir. (Bu noktadan sonra egrilerin yatay olarak

devam ettigini fark edin. Detay i¢in konu 11.6 y1 inceleyiniz. )

* O halde topuk n = 1460000 tekrara da dayanacaktir.
* Busebeplerle Tedbir 1 dogrudur diyebiliriz.

* Bununla birlikte bu tedbirde ayakkabinin orijinalligini bozacak ve istenen

estetikliginin kaybolmasina sebep olacak sekilde d ¢apinin da

biiytitiilmemesi gerekliligi ayr1 bir sinirlama olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

* Eger Sm=-2.23MPa ve Sa<2.23MPa olsaydi tegetin altinda kalinacak, sonsuz

Oomir yine saglanacak ve daha emniyetli durum s6z konusu olacakti.

Soru 1: Ayakkabi topugu icin daha farkli tedbirler neler olabilir? Diistintiniiz ve
bu tedbirlerinde dogrulugunu sayisal hesaplarla ispatlayiniz.

Soru 2: Ayakkabi topugu icin bir baska risk burkulmadir. Tedbir 1’e gore yeniden
tasarlanmigs topukta burkulma agisindan bir problem olusup olusmayacagini

hesaplarla belirleyiniz.
226
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Sol ucu bir duvara ankastre olan r= 2mm A Sa (MPa) Tel malzemesinin 6zellikleri (sakma= ZSOMPa)\

yarigapli metalik bir tele diger ucundan AR Nd am
120 4 A NN oo om e oot S-N divagramlari
pense vasitasiyla P=50N luk kuvvet yukari- .1 N - 15 . 'g e

asagr tekrarli olarak uygulaniyor. Bu

durumda kag tekrar sonunda telde ilk ¢atlak g | @ @i N\ : _____ g seath
olusturulabilir.  (Pensenin ¢enelerindeki S N Ry, T A:' S,,=-80MPa
A0 TR P S, =0MPa
ezilme ve kesme etkisi, telin duvardan 5q | il il RS R e SRk 24 S =80MPa
. . . . | Yorulma: catlagi olu@a: kadari%krar sayisl, > N
¢cikma olasiligi ihmal edilecektir. ) 19 TRE 0% 100 105 10°
y F p Cozum: Tel egilme yiiklemesine maruz kalir. En kritik kesit ankastre kesit ve en kritik noktalar b ve c
A V4b noktalar1 olup, bu noktalarda bir t aninda gerilmeler esit fakat zit isaretli olur. Gerilme-zaman
b L=lcm >X 7 b diyagramlari simetriktir. b veya c’den birisini incelememiz yeterlidir. b ’yi incelersek:
c } M,_ Prax- L 50x10
. _ zZ—max _ max X
M, ¢ Pnax = 50N = Sep == Vo =TT = ———2 2 Sy, = —79.6MPa =Sy
Mz-max ; 4 4
P(N)A Pmin = —50N - be—max= - IZ Yp = — p—; r = —Wz - Xb-max ’ a max
Pmax'— R o T m e m s 4 4
-\\//\\// 6 (ortalama gerilme —mean stress) (gerilme genligi-alternating stress)
: : 5 t (sn
Prnin - T T ) Sxp-max T Sxpmin  79:6 —79.6 _ Sxpmax — Sxpomin  79:6 — (=79.6) _
S (MPa), o Sm-b = > = > =0=Sm ; S4p = > = ; = 79.6MPa = Sa
Smax | S,,=0 egrisinde, S, = 79.6MPa lik genlige karsilik gelen tekrar sayisinin yaklasik N= 2x102=200 diir. Bunu
S kendiniz grafikten gormeye calisiniz. O halde 200 tekrar sonunda catlak olusur. Pense tist konumdayken bir
e tekrar sonra yine tist konuma gelir.

03.12.2023 Mukavemet Il - Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor 227



Yorulma (Tekrarli Yiiklemeler) / Omiir Hesaplamalari

11.9 Tekrarh Yiiklere Ara Verilmesinin Etkisi

§
s

* Biz, bir y1g1l1 yiikii kendi bedensel gliciimiizle bir yerden baska bir yere tasirken, zaman

. L AT B
zaman ara verip dinleniriz, kendimizi toparlariz ve sonra ¢alismaya devam edebiliriz. P

« Kati cisimler i¢cinde boyle bir durumun s6z konusu oldugunu soyleyebiliriz.

e Zira yorulma testleri zaman zaman durduruldugunda, diizgiin deney parcalarinda bir

Sekil 11.12

toparlanma goriilmiis ve ara verilmeden yapilan testlere gore daha uzun 6miirler elde edilmistir.

* Bununla birlikte endistriyel bir lirliniin veya par¢anin tizerindeki tekrarl yilike ne zaman ve ne kadar

sureyle ara verilecegi genelde bir standarda bagh degildir ve kullaniciya gore degisebilmektedir.

* Biz muhendisler ise hesaplamalarimizda daima en kritik durumu goze almamiz gerekir.

* Dolayisiyla ara verilmeden stirekli testlerden elde edilmis S-N diyagramlarinin ve diger yorulma verilerinin

kullanilmasi en kritik durumu incelemek anlamina geleceginden daha dogru bir yaklasim olacaktir.

* Sunu da unutmamiz gereKkir ki, tekrarl ytlike ara verilmesi bizim hesaplarimizdakinden daha giivenli durumlarin

olusmasina sebep olacak, dayanim acgisindan bizlere bir avantaj teskil edecek ve hesaplarimizi riske etmeyecektir.
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11.10 Yorulma Kriterleri ve Boyutlandirma

Bu boliimde Amacimiz:

Tekrarh yuklere maruz olan parcgalarin, sonsuz 6mre
sahip olabilmesi icin gerekli minimum boyutlarinin

tespit edilmesidir.

Fakat oncelikle S-N diyagramlarinin farkli sekilde
yorumlanmasiyla gelistirilen yorulma mukavemet egrileri

ve farkli yorulma teorilerinin (kriterlerinin) iyice

anlasilmasi gerekir...>>

Sekil 11.13
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2]
I
wn

Q

S-N Diyagramlari

Gerilme Genligi

SApg f AN
Sy | — Yorulma olusana
| |
| T >
103 10* 10° 106 10’
Sekil 11.14
Smax'min ﬂ Smith Diyagrami
L ——_ =0
maxo-1 1 _— d i 4

I S R 4N Sqg

: SmaxO 2 ! I 0-1

ey ) v

Say, ¥

1 Se

' Sdg.1
S G I

: SminO i i S Sml
0o, l
N *Sm

Sekil 11.15
03.12.2023 e

N

kadar tekrar sayisi |

11.10.1 Smith Diyagrami

Smith Diyagrami, yorulma deneylerinden elde ettigimiz S-N diyagramlarinin farkh
sekilde yorumlanmis hali olup tiiretilmis bir diyagramdir.
Smith diyagrami S-N diyagramlar1 yardimiyla asagidaki adimlarla elde edilir:

Yatay eksen ortalama gerilmeyi (S, i) , diisey eksen max ve minimum gerilmeleri
gosterir. Dlisey ve yatay eksen arasinda 45° egimli bir dogru cizilir.

Herhangi bir S_, degerinde diisey eksene paralel bir ¢izgi cizilir. Bu ¢izginin 45°
lik dogruyu kestigi e noktasi belirlenir.

e noktasindan S, ; genligi (sonsuz omiir icin sinir genligi) kadar yukari ve asagi
yonde gidilerek c ve d noktalari isaretlenir.

e noktasinin y koordinati da (45°den dolay1) S, ; degerine esittir.

S.,1 icin S_,; genliginde sonsuz omir s6z konusudur. Bu durumda maximum ve
minimum gerilmeler, 11.2 ve 11.3 denklemlerinden (veya seklin geometrisinden)
hareketle, S, ..0.1=Sm1 * Sa0-17  Smino-1= Smi- Sq0.1  Seklinde hesaplanabilir. (Bu
degerler ayni zamanda ¢ ved noktalarinin da diisey koordinatlaridir. )

Bir bagka ifadeyle S, ; icin sonsuz 6miir sinirlar1 c ve d noktalaridir diyebiliriz.

Yukaridaki ayni islemler S, ,, S, 5 gibi farkli ortalama gerilmeler icinde yapilarak her
birisi icin sinir noktalar elde edilir. (Ornegin S, icin elde edilen sinir noktalarinin f
ve g oldugunu fark edin.)

Tiim bu sinir noktalar birlestirildigi zaman Smith diyagrami elde edilmis olur.

Sonug olarak bir malzemenin herhangi bir noktasinda sonsuz 6miir elde etmek igin
Smith diyagraminin disina ¢ikilmamasi1 gerekir. Bu sebeple Smith diyagrami
«yorulma mukavemeti sinir diyagrami» olarak da isimlendirilebilir.

S,.ax degeri kopma mukavemetinin Ustiinde ¢ikamaz ( o zaman tek tekrarda ¢atlak
s0z konusu olur ki bunun tzerinde tekrarl yiikleme olamayacagi anlamina gelir.) Bu
sebeple Smith diyagraminin iist sinirt malzemenin kopma mukavemetidir.

S,,=0 icin gerilme genligi 6zel olarak S, ile gosterilir ve yorulma mukavemet genligi

(endurunce stress) veya kisaca yorulma sinir1 (fatigue limit) olarak isimlendirilir.
230
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Smith diyagrami Negatif bélgeyi de kapsar.

Alttaki Smith diyagramini ve yanindaki tekrarli yiik diyagramini _ _ _ _
iyice inceleyerek konuyu ve kavramlari pekistiriniz. Qevrek malzemeﬂlel:m baszvmukaven_?etl , ¢eki mukav?metmden
siddetce daha biiyiik oldugundan diyagramin negatif kismi
Smax daha biiytik ¢cikar.
; 0
min . Smax
k Kk /é1i i g min f
opma mukavemeti-..
Sma.;sl]]}lh —1'— Skopma—(;eki
5:ma:-: Saﬂ-l
0-2
S
max I]_3 = _|_ [
endurance Sg
: h!
| Smy icin emniyet sinir >
| SITI:Z 1 -
0 ==+ 3 - 0 Gevrek Siinek
Sm3 m Sm zmanll) | malzeme une
mingo | malzeme
S -
mno-3 | Sekil 11.16.a Sekil 11.16.b
S
e Skopma—baSl—sUnek
******************************************************* - SkOpma—baSl-gevrek

Sekil 11.17
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11.10.2 Modifiye Smith Diyagrami ve emniyet katsayis (n)

Orijinal Smith diyagramini cizmek icin farkhh S degerlerine ait S-N
egrilerinin luzumlu oldugunu anlattik. Bu S-N egrilerini elde etmek ise
zaman , emek ve maliyet acisindan oldukga kiilfetli bir deneysel ¢alisma icine
girmemizi gerektirebilir. Orijinal Smith diyagrami yerine sadece S, ve S,
degerleriyle cizilebilen Modifiye edilmis Smith diyagramlari miihendislik
alaninda siklikla kullanilmakta ve dogru ¢oziimler vermektedir ki, bu
durumda sadece S_=0 i¢in yorulma testleri yapmak yeterli olmaktadir.

Smax

459

Orijinal Smith Diyagrami
Modifiye Smith Diyagrami (n=1)

Daha emniyetli Modifiye
Smith Diyagrami (n>1)

_Se/n d/
_Se

03.12.2023

Sekil 11.18

Mukavemet Il - Ders Notlari / Prof.Dr. Mehmet Zor

Modifiye Smith diyagrami su adimlarla ¢izilir:

1-) S,,=0 i¢in farkli S, genliklerinde yorulma deneyleri yapilir ve
S-N egrisi elde edilir. Yorulma sinirindaki S, genligi egri
tizerinden okunur ki bu S, (endurence stress) degerine esittir.

2-) Malzemenin akma gerilmesi (S ;;mq ) literatiirden bulunur
(literattirde yoksa cekme testi ile tespit edilir.)

3-) Yandaki diyagramda S ,,.,,, dederi diisey eksenden isaretlenir.

4-) S, degerinden 40° lik bir aciyla cizilen dogru ile S, dan

yataya paralel ¢izilen dogrunun kesim noktasi c tespit edilir.

5-) c den ¢izilen yatay ve diisey cizgilerin 45° lik dogruyu kestigi
d, e, fnoktalari (ce = ef olacak sekilde) tespit edilir.
6-) Siraswyla, S, ,c, d, f, -S, noktalart dogrularla birlestirilerek
Modifiye Smith diyagrami elde edilmis olur.

7-) Bir emniyet katsayist da sozkonusu ise S,/n ve S,,./n noktalari
kullanilarak benzer ¢izimle daha emniyetli icteki diyagram elde edilir.

* Eger S, degeri verilmisse c noktasi onun dtisey hizasindadir ve bu
durumda 40°lik aciya gerek kalmaz.

* Smith diyagraminin tist sinirt kopma mukavemeti iken, Modifiye Smith
diyagramlarinda tist sinirin akma mukavemeti olduguna dikkat ediniz.

* Modifiye Smith diyagraminin negatif tarafi da benzer sekilde -

S, ve -S,mq Kullanilarak ¢izilir.

* Stinek malzemelerde basidaki akma mukavemeti ayni oldugundan
negatif taraf simetrik ¢cikacaktir. Gevrek malzemelerde basi
mukavemeti daha fazla oldugundan diyagramin negatif tarafi daha
biiyiik cikar.
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11.10.3 Farkl1 Yorulma Kriterleri ve Sinir Diyagramlari:
Yorulma mukavemet hesaplari i¢in farkl yorulma kriterleri de gelistirilmistir. Bu kriterlere ait 1.tip yorulma mukavemet sinir diyagramlarinin pozitif bolgeleri Sekil

11.19 da gosterilmistir. Sekil 11.20 de gosterilen 2.tip sinir diyagramlar ise 1.Tip diyagramlardan tiiretilmistir. Orijinal Smith diyagrami i¢in ¢ok sayida yorulma testi
gerekirken, diger diyagramlarda ise (S, degerini belirlemek amaciyla) sadece S, =0 i¢in yorulma testlerinin yapilmasi yeterli olmaktadir. Sy, (=Sg) ve S,, degerleri
ise literatiirden alinir veya ¢eki/basi testleriyle bulunur. Bir kriterin diyagramina ait egrinin (veya dogrunun) disina tasilmamasi, o kritere gore yorulma agisindan
emniyetli bolgede kalinmasi ve sonsuz dmiire sahip olunmasi anlamina gelir. Alltaki grafikleri dikkatlice inceleyerek, kriterleri ve tiim kavramlari anlamaya calisiniz.

Smax,min N Sa(MPa) :geri]me sinir genhgl Ornek: Verilgn yakleme dzfrumu IQIII
Orijinal Smith ortalama gerilme Sy,,, Gerilme genligi
S - )450 Se g rnn, / Gerber Sa, olarak hesaplanmissa  grafiklerde
BT Skopma [T e o Modifiye bulundugumuz nokta A noktasidir.
Smaxj =TT G T T A Sa, : “...Goodman Goodman’a gore: yorulma (sonsuz émiir)
s. | . S “.. Goodman  Strindayiz.
akma ) “ s Soderberg Gerber ve Orijinal Smith’e gére: emniyetli
P o ‘ apl TR 3 “ S (MPa) bélgedeyiz.
g/l o.d:lye S S S = Diger kriterlere gore: Yorulma mukavemet
mit S, @ ' _ ak_ma my “B sinirlart  asilmistir. ~ (hatta S, da
pekil 11.20 -2.Tip- Simir Diyagramlari asildigindan ilk tekrarda akma olugsur.)
) Ge_rl?erl_(riteri' n:emniyet| Sq _ 1 (S_m)z (11.6)
S, ve Sy degerlerinin bilinmesiyle 11.6 katsayist | S, T qn S
denklemine uygun sekilde cizilir.
R S S 1
Sm > 0 ise 2 = (11.7.0)
S, Soderberg Kriteri Se  Sakma M
S. ¢ S. 1.Tipte S, d ve -S,d dogrularindan olusturulur. ~ S S 1
akma SmA B ¢ ¢ Sm <0 ise a_ LLCH [11.7.b]
D e Sakma n
. Goodman ve Modifiye Goodman Kriteleri A
‘" Sekil 11.19 - 1.Tip- Stmr Diyagramlar Goddman 1.Tipte S,h ve =S h dogrularindan olusturulur. . S >0 ise S_a n S_m _ 1 (11.8.a)
/ Modifiye Goodman da ise listte kalan S,h dogrusu, S,,,.d m S, Sg n
‘,’" o o I dogrusunun kesim noktasi olan i noktasinda bitirilir. -
-S, . Her' iki tllp icin tiim egrllgr .n-_1 icin gﬂlleml,?tlr. ik = k j olacak sekilde j noktasti belirlenir.Sirasiyla S, I, d, j ,-S, S <0 ise S_a _ S_m _ 1 (11.8.b)
* Smith diyagramlarimin ¢izimi daha 6nce anlatdmisti.| nokralar;  dogrularla  birlestirilerek Modifiye Goodman mn Se Sg n o
* Smith diyagramlarinin sagladigi bir denklem yoktur. | diyagrami elde edilir. )
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11.10.4 Yorulma kriterleri icin plastik deformasyonun onemi

* Sekil 11.19 ve 11.20 deki 2 diyagram incelendiginde;

* Goodman, Gerber ve Orijinal Smith Kriterlerinin akmay1 yani plastik deformasyonu dikkate almadigini goriiriiz. Yani
tekrarli yukleme sonucunda hesaplanan omir, catlak olusmasi1 anindaki tekrar sayisi olup bu tekrara kadar plastik
deformasyon olmasi bu kriterler icin énemli degildir. Ust simir bu sebeple kopma gerilmesi (S-kopma) dIT:

* Modifiye Smith, Modifiye Goodman, Soderberg Kkriterleri ise plastik deformasyon olusma anini da yorulma omru
hesabinda dikkate alir. Bir baska ifadeyle tekrarli ylikleme sirasindan daha catlak olusmadan, akma olusursa o noktada

hasar olusmus kabul edilir. Bu sebeple grafiklerde bu kriterlerin st sinir1 akma gerilmesi (S_,;,,,) dir.

11.10.5 Yorulma kriterlerinin kullanildigi malzeme tipleri:

» Smith, Goodman ve Gerber kriterleri tim malzeme tipleri i¢in kullanilabilmesine ragmen,
* Goodman gevrek malzemeler, Gerber ise siinek malzemeler icin daha iyi bir tercih olmaktadir.

» Soderberg ise diisiik stinekli (plastik bolgesi dar olan) malzemeler icin kullanishdir.
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Goodman Diagram

» Yandaki diyagrami iyice inceleyerek T
hangi bolgede hangi sebeple hasar
olustugunu, hangi bolgelerde hi¢ hasar

olusmayacagini anlamaya calisiniz.

Oom Sy Su
Mean Stress

Sekil 11.20
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11.10.6 Diizeltme Faktorleri

Calisma sartlarinda yorulma émrtinii azaltan fakat deneyler sirasinda hesaba katilamamigs farkl faktorler vardir. Bu sebeple gergek
durumdaki yorulma hesaplarinda bu faktorlerin mutlaka dikkate alinmast gerekir. Bunlarin her birisi 0 ile 1 arasindaki ayri bir
katsay1 ile tanimlanir ve hepsi ¢arpilarak tek katsayiya indirgenir. Bu katsayisi ise S, =0 icin tespit edilen deneysel yorulma

mukavemet genligi (S, ) degeri ile ¢carpilarak gergek yorulma mukavemet genligi (S,) elde edilir ve hesaplarda S, kullanilir. Bu

sekilde tiim faktorlerin etkisi hesaplara katilmis olur.

\
k,: (imalat yontemine bagh) yiizey faktorti

k, : (geometriye bagh ) boyut faktorti
k. : (zorlanma sekline bagh) yik faktori _ Toplam diizeltme faktorii k = kk,k.k.k,
k, : (isletim sicakligina bagli) sicaklik faktorti

k,: gerilme yigilmast faktori =1/K;

(Kpyorulma icin gerilme yigilmasi faktori.)

S : Deneysel Yorulma Mukavemeti Genligi
Sm = 0 icin — Ve 4 J Se = kS,
Se : Gergek Yorulma Mukavemeti Genligi

236
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Ornek 11.4

Bir celik cubuga eksenel yonde,

grafigi asagida verilen degisken

bir P kuvveti etki ediyor.
cubugun emniyetli kesitini,
a-) Modifiye Smith,

b-) Gerber

kriterlerine gore belirleyiniz.

P(kN)

N

Skopma = Sp = 420 MPa
Sakma = 280 MPa
Se =170 MPa
S.,= 160MPa
Emniyet katsayisi n=3

-40

03.12.2023

t(sn)

Cozum:
P-t diyagramindan: Ppax = 80kN, Puin = —40kN ; Agp=?
S
min (MPD)
Sakma = 280¢
Sakma/3 a-) S., Sakma » S,y degerleri

yardimiyla Modifiye Smith
diyagramlarini n=1 icin

yandaki gibi cizeriz

~S,/3 1
Modifiye Smith Diyagrami

—S,=—17
Prar  80(10%) o Pmn _ —40(10°)
Gerilme sinir degerleri:  Smax = 1 - 2 pormin T4 A
3
_ Smax + Smin  80(103) — 40(103) 40(10°)
Ortalama Gerilme: S, > 2 m 24
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Coziim:
Bu yiikleme durumu icin sonsuz omiir sinir noktasi b noktasi olsun. b
S;nn?ﬁ (MPa) noktasinda olmamizi saglayacak A kesit degerini 6nce bulacagiz ki, bu deger
. ,/450 — . . g . o . 1
; ) zgoI ___________________________ c | Pak n=1 icin kritik kesit degeridir.
akm; - 13 S b noktasindaki S,,,, degerini bulursak (I) denkleminden A’y1 ¢ekebiliriz. Séyle ki:
akmal/ - ’
Smax §7 _y n=3 80(103)
e = OV " Smax ___A __ S 48
= AN A = = - =
5./3 Ob dogrusunun egimi: tana’' = S 40(2}403) 4 max m (1
S Sm (MPa)
0 > ] o Sama=Se _280—170 11
S, -c dogrusunun egimi: ~ tanf = S =0 " 16
-S,/3 { _ _
Modifiye Smith Diyagrami tan B = Smax ~ Se — Smax — 170 — E = Smax= ESm 4+ 170 (111)
= Sm Sm 16 16
—S,= —170
(II) ve (I11)) dogru denklemlerinin kesisim noktasi b icin her iki denklem birbirine esitlenir.
11 11 Pnax  80(10%)
Smax = 4Sm = 1_65’" + 170 = S, | 4 “1¢) = 170 - S,,=51.32 MPa, Snax = 4Sm = 4x51.32 = 205.28MPa = 1 -2
— A = 390mm? bulunur. (n=1 i¢indir.) Emniyetli kesit alani:  Agm=n.4 = 3x390 - A= 1170mm?

Not: 1-) Ayni sonucu n=3 diyagramindan giderek de bulabiliriz. 2-) S, verilmezse B = 40° alinabilir.
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b-) Gerber kriterine gore ¢oztim:

n=1 icin cizilmis Gerber egrisi sekildeki gibidir.

MP
SnT;Ll(llT)f (T @) Gerber egrisi Verilen yukleme durumu i¢in egri tizerinde bulundugumuz nokta h olsun. Bu h noktasi i¢in :
| 450 c S Brax _ Pmin 80x103 40x103
T ] o —S . - X — (—40x
Sp = 420 he =~ Gerilme genligi: §, = 2 T = A 4 _ ( )
Smax_""""';* - 2 2 24
. /2 60000
S / 2
Se=170l’ ¢ s/ Sa _ 1 (Sm Sa =~
¥ / S n S
K // e B S 4 S . Pmax + Pmin 80x103 _ 40x103
, Sa_,’ . S (MPa) Ortalama Gerilme: S,, = ——= 5 min _ _4 > 4_ _ 52
v v m
S ’
i PR 20000
Smin ) » m = i
7/
/ 2 60000 20000 °
-S,=—-170 S 1 S
) T Gerber Denkleminde yerine koyarsak: — == (—m) - A _ 1_ ( A )
Se M \S5p 170 1 420

Son denklemi diizenlersek:

(n=1 igin)

A? — 352,944 — 2267.57 =0

—> Bu2.derece denklemin ¢éziimiinden: A = 359.25mm?

Emniyetli kesitalani: Aem = N.A = (3)x359.25 = Aen= 1077.75mm?

* Gortildiigii gibi ¢oziim icin Gerber egrisini mutlaka cizmemiz gerekmez, egri denklemini ve sinirlarini bilmemiz yeterlidir.
* Bu ve diger kriterlerin sinir egrilerinin sonsuz omiir sinirlari oldugu, egrilerin altinda kalinirsa emniyetli bélgede kalinacagi, egrilerin tistiine tasilirsa
sonlu 6miir ve yorulma ¢atlaginin olusacagi daima aklimizda olmalidir ki ¢oziim mantigindan bir kopma yasamayalim.
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. ozum:
Ornek 11.5 ¢

Bir koltuk degneginin Koltuk degnegi havaya kalktiginda tizerine ytiik gelmez: P, ,, = 0
zemine temas eden igi
dolu silindirik ayak - Bir koltuk degnegi yerle temas w mg 100(10)
bolgesinin emniyetli c¢ap edince viicut yukiiniin yarisini tasir: Py = — T =T ST = —500N
degerini Goodman ve _ p p
Soderberg  kriterlerine Ortalama  gerilme S 4§ . mx I _500
gore belirleyiniz. Koltuk (mean stress): Sm = —— > = = > =g " Sm <0
degneginin 100kg Lk bir
insant emniyet sinirlari Gerinme genligi Prax  Pmin
icinde tagiyabilmesi (Alternating stress): S, = Smax — Smin _ ~A A _ 7200 >0 -»S5,>0
gereKir. ’ 2 2 2A 24

Sakma = 120MPa, ™ Goodman kriterine gore Sa _ Sm — 1 N 500/24 _ —500/24 — 1 _ 53

S. = 60MP ; Se Sp m 60 220 2 A

e~ a, (S, < 0 oldugundan L
11.8.b denklemi n = 2 alindigindan
S,.,=110MPa,,
kOIVtUkV et kullanilir): , . dem2 S do = 3.67mm

Skopma=S5=220MPa, degnegi | J 2 A=A, =10.6mm° = em = 9

Emniyet katsayisi | i/ -

h=2 Soderberg kriterine gore S_a _ Sm _ l N 500/24 _ —500/24 _ 1 _ 625

, (S;, < 0 oldugundan s Se  Sakma N 60 120 2 A

g=10m/s? 1 11.7.b denklemi 2
Ayak L m.d
K Y kullanilir): J - A=A,, =125mm? = 4€m = dgpm = 3.99mm
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Ornek 11.6: A ucundan ankastre olan diisiik
sunekli malzemeden imal edilmis AB miline,
BC kolunun C noktasindan, zamanla degisimi
alttaki grafikte gosterilen dusey P kuvveti
uygulanacaktir. Buna gore milin yorulma
acisindan emniyet kontrolinu yapiniz.

Skopma=Sp=360MPa,
Sakma =240MPa,
S. = 80MPa,

L, =50cm,

L, 40cm, d=6cm

Cozum:
P kuvveti sebebiyle egilme ve burulma ayni anda soz
konusudur. P kuvvetini B noktasina T burulma momenti ile
birlikte tasiriz. Egilme + Burulma olustugunu gortirtiz.

Herbir ytikleme i¢cin bir andaki moment diyagramlarini
incelersek en kritik kesitin ankastre A kesiti ; en kritik
noktalarin normal ve kayma gerilmelerinin siddetge en
yliksek degerde oldugu en tist ve en alt (c ve b)
noktalari oldugu anlasgtlir..

Kesit simetrik oldugu igin p. = p, = d/2 ve y_.= -y, = d/2 dir
ve dolayistyla  her iki noktada da gerilmeler siddet
olarak egsit ¢cikar. O halde sadece ¢ noktasini yorulma
agisindan incelememiz yeterlidir.

Egilmeli Burulma

RN Y.

Sl =
C e o
a_é' Sx—c =

03.12.2023

\ Y Burulma

M,_ —P.L,d 32 PL
— Ay = -l — O g, .= (In
I, m.d* 2 nd Xz=¢
64
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TK y— €
Tyz—c  Emm——
c noktasina x-z diizleminden bakarsak, diizlem .
SJ;—C C SJ;—C
gerilme durumu oldugunu goririz: ‘ Tygec
S
T, v —c
c noktasinda zamanla olusan gerilmelerin sinir degerlerini bulalim:
Degisken kuvvetin smir degerleri soruda verilen grafikten okunur: ~ Pmin =0 Bpax = 2.5kN = 2500N
A 32P,imnL, 32 x0x500mm 5 _0 -
Sx—c—min = 3 = 3 X—c—-min— ’
(I) nolu denklemden normal nd m(60mm)
. o s
gerilme sinir degerleri: S 32PnaxL; _ 32 x2500Nx500mm Sy = 58.94MPa
) d3 m(60mm)3
~ _ 16Ppinl,  16x0x400mm > Ty omin=0
trxz—comin = g3 ~ m(60mm)3
(II) nolu denklemden kayma .
gerilmesi sinir degerleri: . _ 16Pq0xL> _ 16x2500x400mm = Tyycemax = 23.58 MPa
) xamemmax md3 m(60mm)3
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Ty —cC c noktasinda bilesik gerilme durumu s6z konusudur. Celik siinek bir malzeme oldugu icin statik
T rZ—C_C

yuklemelerde kullandigimiz Von-Mises akma kriterini yorulma hesaplarinda da kullanabiliriz.(Gevrek
Sy—c C [—x kb Sy—c

malzemelerde ise asal gerilmeleri ve ozellikle maksimum asal gerilmeyi kullanmak daha dogrudur.)

{ Z c
ﬂ

T, —c c noktasinda Von-mises (esdeger)gerilmesinin (S,,,,,) sinir degerlerini de hesaplarsak:

1 2 2 ] ;
Sy = \/E [(Sy _ Sz) + (Sx . Sz)z + (Sx . Sy) + 6(Tyzz + szz + Txyz)] (Muk. I - 7.2.a denkleminden)

1
Svm - Svm—c — \/E [(0 _ 0)2 + (Sx—c _ 0)2 + (Sx—c _ 0)2 + 6(02 + sz—c—x2 + 02)] = \/Sx—cz + 3sz—c2
Svm-c—min = \/Sx—c—minz + 3Txz—c—min” = \/02 +(3)02=0 ~ Svm-c-min=0
Svm-c—max = \/Sx—c—maxz + 3Txz—c-max® = \/58.942 + (3)(23.58)2 = Sym—c-max= 71.7 MPa
A Svm-c (MPa)

Simdi c noktasinda yorulma olup olmayacagini uygun bir kritere gore kontrol edecegiz.

Malzeme diistik stinekli oldugu icin, Soderberg kriterine gore yorulma kontrolii yapmak daha dogru bir yaklasimdir...>>
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Soderber Diyagramlarinin cizimi: Malzeme 0Ozellikleri olan S, ve S ima
gerilmeleri kullanilarak yandaki gibi cizilir. (bknz: konu 11.10.3).

Soderberg’e gore c noktasi icin yorulma kontrolii

Yorulma kontrolii i¢in ¢ kritik noktasinin diyagramlardaki yerini belirlemeliyiz.
P kuvveti sebebiyle c noktasindaki mevcut gerilmeler:

_ Svm—c—max + Svm—c—min _ 71.7+0

Ortalama gerilme
Sm—c 2

(mean stress):

= 35.85MPa

Gerilme genligi S Y , 717 — 0
(Alternating stress): S,_, = ——— = 5 — " = = 35.85MPa

Bu iki gerilmeden c noktasinin yeri diyagramlarda belirlenir ve isaretlenir..>>
Dikkat edilirse c noktasi sinir dogrularinin icinde kalmaktadir.
Bu sebeple c noktasinda yorulma olusmaz sonucuna variriz.

c noktasini yorulma sinirina cikaracak sinir gerilmeler ayrica hesaplanabilir:

5 : I Y Y|
Sm—c > 0 oldugundan - 11.7.a denklemi gecerlidir: 5 + =—
e

S akma n

Gerilme genligi(Alternating stress) : Sa + 35.85 — l

S i > S, = 68 MPa
80 ' 240 1

Maximum Gerilme: Sym-max = Sm—c +S; = 3885+ 68 = 106.85MPa

—S, =3885—68 =—29.15MPa

Minimum Gerilme:  Sym—min = Sm—c

Veya 2.tip diyagrami ¢izebiliriz.

Sa(MPa)4
Sa Sm 1
Se = 80 Soderberg: S_ + S = E
S, =68 e akma
Suc=3585]
% S (MPa)
( >
Sm—c = 35.85 Sakma = 240

*Yorulma kontrolii icin bu iki diyagramdan birisi yeterlidir.

Soru: c noktasi i¢in bulunan S,,,,_ c—max ilé Sym—max arasinda ve S,_. ile S, arasinda ne farklar vardir? Aranizda tartisarak konuyu pekistirin.
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/ Ornek 11.7

Mil malzemeleri icin:

* diizeltme faktori k: 0.9,
KAkma Mukavemeti S,, ., =330MPa

* Deneysel yorulma mukavemet genligi: Se’ =60MPa

Sekilde gortlen yuk kaldirma
makinasinda disliler arasindaki temas
kuvveti 4kN olarak hesaplanmistir. Buna
gore motora bagh milin yarigap1 r=4cm
secilmesinin sistemin emniyeti acisindan
yeterli olup olmayacagini ve emniyetli
cikarsa, Soderberg kriterine gore emniyet
katsayisin1 hesaplayiniz. (Motora bagh
dislinin yaricapt R=20cm, kigik mil
uzunlugu L=0.6m)

Cevap:n = 2.78

. S,=20MPa

bl <a0MPe

(s =80MPa

—— s, 100w

»
Ll

103

(Coziimii icin Video 12.c ‘ye bakiniz)

10° 107 1\

/
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https://www.youtube.com/watch?v=7MOu-nyR_sE&t=1288s

